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HAUPTAUFSÄTZE 


Über die Knickfestigkeit eines auf elastischen Zwischenstützen 
gelagerten Balkens. 
Von W. B. Klemperer und H. B. Gibbons in Akron (Ohio) USA. 


ie Kniekung von Druckstäben, deren Spannweite durch Zwischenstützen unterbrochen wird, 

betrachtet man gewöhnlich so, als ob die Zwischenstützen selbst vollständig starr wären, 
d.h. keinerlei Ausweichung, sondern nur eine Neigung der Stabachse an der gestützten Stelle 
gestatteten. Der dabei zugrunde liegende Gedanke ist, daß unter emer Knicklast, die zwar 
die bloße Eulerlast der ganzen Spannweite bei Abwesenheit der Zwischenstützen überschreiten 
würde, nicht aber die Eulerlast des größten Intervalls, der Stab zunächst doch in einem 
Gleichgewiehtszustande ist, wenn auch in einem unstabilen. so daß tatsächlich nur sehr 
geringe Rückführkräfte an den Zwischenstützpunkten nötig sind, um den Stab wirksam so- 
weit zu stützen, bis schließlich bei weiterer Belastung Ausbiegune zwischen den Zwischen- 
stützen eintritt. 

Andererseits kann dies offenbar kein ganz richtiges Bild des wirklichen Vorganges sein. 
Wenn nämlich die Zwischenstützen sehr schwach sind, also ihre Steifigkeit als verschwindend 
klein angenommen wird, so muß die Anzahl und Verteilung dieser gedachten Stützen offen- 
sichtlich von versehwindendem Einfluß auf die Knickfestigkeit des Stabes sein. 

Ks entsteht nun die Frage: Wie steif muß eine Zwischenstütze sein, um die volle Festig- 
keit, die vom Knickgesetz bei starrer Stützung für das Intervall vorausgesagt wird, sicher- 
zustellen? Wäre die Steifigkeit der Stützen geringer, welches würde dann die tatsächliche 
Festigkeit des Stabes sein, und welche Art von Auskniekung würde bei einer Belastung über 
diese Grenze hinaus erfolgen”? 

Um zu einem quantitativen Maße der Steifigkeit der Stützen zu gelangen, von weicher 
abgesehen von Anzahl und Anordnung derselben die tatsächliche Festigkeit des Stabes an- 
zunehmenderweise abhinge, ersetzen wir in Gedanken diese Stützen durch ein System von 
sewöhnlichen Federn, welche bei gerader Stabachse spannungslos sein sollen. Diese Federung 
ist linear-elastisch zu denken, d. h. derart, daß sie auf eine Ausweichung der Stabachse mit 
einer rückführenden Kraft reagiert, welehe reehtwinklig zur Stabachse und proportional der 
Ausweichung wäre. Der Proportionalitätsfaktor, d.h. die rückführende Kraft pro Einheit der 
Ausweichung werde als „absolute“ Steifigkeit (5) bezeichnet. Wenn die Ausweichung () an 
wei Stellen etwa nach verschiedenen Seiten erfolet, so werden die Rückführkräfte daselbst 
IS y) entgegengesetzte Vorzeichen haben, wegen der verschiedenen Vorzeichen von (); aber 
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(S) bleibt immer positiv. (Negatives (S) würde einem gedachten Mechanismus entsprechen, 
der die Kniekstabilität verringerte, anstatt sie zu vergrößern.) 

Diese Darstellung der Stützensteifigkeit gestattet die Berechnung des Stabgzleichgewichts 
für eine unendlich kleine Ausbiegung und, nach Kürzung der Ausweichung () in allen Aus- 
drücken gleicher Größenordnung, die Verfestigung des Stabes als Eulerknickfestiekeit einer 
äquivalenten, reduzierten Spannweite, die nur von der Anordnung und relativen Steifigkeit 
der Zwischenstützen abhängt. Jeder Versuch, die Last über diese Grenze hinaus zu steigern, 
würde die Auskniekung des Stabes nach sich ziehen, wobei einige oder alle Stützen nach- 
eeben würden. 

Die ım folgenden dargestellte Theorie nimmt die Enden des Stabes ebenso wie die Be- 
festieunge der Stützen als in Schneiden gelagert an. ‚Jedoch kann die Theorie leicht auf ver- 
schiedene Grade von Einspannung ausgedehnt werden. 

Wir wollen auch gleichen Abstand der Stützen voneinander annehmen. Irgendeine 
unsymmetrische Anordnung kann nach einer verwandten Methode behandelt werden, führt 
aber notwendigermaßen zu komplizierteren Ergebnissen. 

Um das Resultat in dimensionsloser Form, unabhängig von der Größe und den Material- 
eigenschaften der Konstruktion darzustellen, führen wir den Verfestigungsfaktor (p) ein: 

P 

Be. : ek ee‘ RD Fr EEE 

also das Verhältnis der tatsächlichen Last (P). die der Stab bis zur Auskniekung tragen kann, 
zur Kulerlast für ungestützte Schneidenlagerung 


ı?EJ 
( = Be 4 ul ai begin a2 Mr 0a a Are 


für die ganze Spannweite (Z). Um nun die Steifigkeit der Stützen (5) auf Ähnlich dimensions- 
lose Einheiten zu beziehen, wollen wir die „relative* Steifigkeit (s) einführen, als das Ver- 
hältnıs der Rückführkraft für eine gedachte (obwohl unmögliche) Ausweichung gleich der 
ganzen Spannweite, zu der ursprünglichen Eulerlast derselben ganzen Spannweite: d.h. 
Su s 
Ss FR a Fa ET 

(Gewisse Eigenschaften elastisch gestützter Stäbe überbliekt man sofort, bevor man zur 
Lösung des mathematischen Teils des Problems schreitet. 

Bei einer Anzahl (m) gleichmäßig voneinander entfernter Stützen, welche die Spannweite 
in (#» m) Intervalle teilen, kann die Verfestigung (p) von 1 bis »° getrieben werden, 
aber nieht höher: sonst würde Auskniekune in » Feldern erfolgen, wobeı der Stab sich in 
» Halbwellenlinien mit Knoten an den Stützpunkten biegen würde. Das Merkwürdige dabei 
ist, daß die Stützensteifigkeit keineswegs unendlich zu sein braucht, wie man hätte mutmaßen 
können. Vielmehr ist nur ein ganz bestimmtes Maß von Steifigkeit (s) nötig, um die Ver- 
festirune auf ihr Maximum zu bringen. Dann ist die Grenze der Stützenwirkung voll er- 
reicht und weitere Versteifung derselben würde nutzlos sein. Offensichtlich wird dieser 
Grenzwert der maximal erforderlichen Steifiekeit an verschiedenen Stellen entlang des Stabes 
verschieden sein. Die Lösung für die Steifiekeitsgerenze, welche die größtmögliche Verfestieung 
vewährt (#?), ist natürlich diophantischer Art. Bis zu einem gewissen Grade kann verstärkte 
Steifiekeit an einer Stelle ein Defizit an einer andern ersetzen, aber nur in einer sehr be- 
schränkten Weise. 

Wenn die verfügbaren Steifiekeiten geringer sind als zur n”-fachen Verstärkung er- 
forderlich, dann wird die potentielle Festigkeit der Anordnung nieht erreicht; die tragbare 
Maximallast ist dann eerinzer., Wird letztere erreicht, so folgt Auskniekunze in weniger als 
» Bözen. Es ist klar, daß die mathematische Behandlung derselben m verschiedene Lösungen 
liefern muß: je eine für einbogige, zwei-, drei-, vier- ‚bis m = (in — 1-bogige Kniekung. Alle 
ungeraden sind symmetrisch, alle geraden unsymmetriseh. Die Art der Auskniekung, die 
tatsächlich unter irgendwelcher Versteifungsbedingung eintritt, muß offensichtlich diejenige 
sein, welehe der geringsten Verfestigung entspricht. Bei sehr schwachen oder „weichen“ 
Stützen würde offenbar einfaches Ausknicken über der Gesamtspannweite bereits die Belastung 
beschränken. Versteift man die Stützen in der Mitte, nieht aber die nahe den Enden, so 
[fordert das zu doppelter, unsyimmetrischer Kniekung heraus, während es bei einem Versteifen 
der äußeren Stützen bei einbogieer Kniekung bleiben oder zu einer mehrbogigen führen kann, 


welche symmetrisch oder unsyimmetriseh sein kann. 
Betrachten wir nun den einfachsten Fall unseres Problems, den mit einer einzigen 
/;wischenstütze, gemäß Abb. la. 
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Das Gleichgewicht für eine (unendlich kleine) Ausweichung (f) in der Mitte, welche 
»ine rückführende Kraft (Sf) der Stütze zur Folge hat, würde ausgedrückt durch: 


| 
BIT HPU- ER EeN: ı 2 a u a a ar a sr ar MM 


wobei (E) der Elastizitätsmodul und (J) das Trägheitsmoment des Balkens, (.) die Entfernung 
ines beliebigen Punktes entlang desselben von einem Ende ist. Das erste Glied ist das 
Bierungsmoment infolge der Krümmung, das zweite ist dasjenige infolge der Axiallast mal 
lie örtliche Ausweichung als Hebelarm, und das dritte dasjenige infolge Auflagerreaktion, 
d.h. der Hälfte der negativen Federstützkraft. 


If 








RAzsaZıa) 


Abh. Ib. 





-5f 
Razsszıc) tn ME . hub 
Abb. le. 


Dieser Gleichung wird Genüge geleistet durch Biegungslinien gemäß folgender Formel 


J N f« 


A" r - 
y= cos E® Bsın Ltr3Pp I»), 
daher 
E | ! RB. x 
Yy 7 087 Bm et er Er ee (6), 
wobei 
E J e.. .. I; ae 
l: und für später: 2 4 Mr Pe; ° 
P IE 
Die Interrations-Konstanten (A) und (B) kann man ableiten aus der Tatsache, daß 
bei . 0:90 keine Ausweichung am Ende. . 2... (Sal, 
bei 2=yhb:y=f an dem Stützpunkt, wo (Sf) wirkt . ... (Sb), 
l | 
bei = ,L:y=0 symmetrische Ausbiegung bezeiehnend . . (Se). 


Diese drei aus (4) abgeleiteten Gleichungen genügen, nachdem man (y) und (y’) aus () und 
(6) eingesetzt hat, um (A), (B) und (f) zu eliminieren. 
In der Tat: 


Sfk 
A=-0 aus (Sa) . . 2. (9a), B (Ob), 
> P cos 0 
und das Resultat lautet: - 
l . tan 59 
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Diese Wechselbeziehung ist in Abb. 2 graphisch aufgetragen. Die Verfestirung (p) 
steigt beinahe linear mit der Steifigkeit von I bis 4, weleh letzteren Wert man für s=16 
erhält. Weitere Steigerung von (s) würde zweeklos sein, weil dann zweibogige Ausknickune 
eintritt und doch die Last auf p 4 beschränkt. 

Der demnächst interessierende Fall wäre der von zwei Stützen in ein Drittel und 
zwei Drittel der Spannweite. Offenbar ist die größtmögliche Verfestigung p = 9, worauf drei- 
horıze Kniekung noch weitere Stützen erforderlich machen würde. Es ist auch klar. daß bei 
veringer Steifigkeit nur einbogiee Kniekung erfolgt, sobald die kritische Belastung erreicht 
wird. ‚Jedoch, ob es irgendeinen Grad höherer Steifigkeit gibt, bei welchem antisymmetrische 
(zweibogige) Kniekung die kritische Grenze bildet, war nicht ohne weiteres ersichtlich. 

Die Gleichung für das Momentengleichzewieht im äußeren Teil zwischen dem Ende und 
der nächsten Stütze ist nun verschieden von der im inneren Teil zwischen den Stützen. Mit 
den entsprechenden Indizes a und i erhalten wir (symmetrische Biezung gemäß Abb. Ib vor- 
ausgesetzt): 


außen: EJ/wu + Pu - Sfz=0 , ..: ?! a a a 8 8 8 rei er Alle, 
Sfu 


+.) 


innen: EJy’+ Py; Baar weh re tn. A 


Die Lösungen, welche diesen Gleichungen Genüze leisten, sind: 


ey RR. - Sf. % Cr - Sf I; 
Ya la eos n b,sın KT p +. (12a), y;= 1; eos Er B, sin, Er: . (12b) 
und deren zweite Ableitungen: 
„ A, X Ban, 1; “ec B; . x 
Ya = pn 608,0, Sin, (l3a), m TE Ra Er e5. | Eee (13). 
Die Integrationskonstanten würden aus folgenden Eigenschaften abgeleitet werden können: 
bei 2=0 :y 0 keine Ausbiegung am Ende . . . .... (Ha), 
Dei zehn = zufolge Definition . 2. 22.2.2202. (4b), 
bei z=Ll:y; f als Ausdruck der Stetiekeit . . ... .. (He), 
hei .r 13:9, =9y; als Ausdruck der Stetiekeit . . ..... (Hd), 
bei seh; =PO wegen der Symmetrie. 2 22.2.2... la). 


Die ersten vier Bedinzuneseleiehuneen mören dazu dienen, die foleenden Größen zu 
eliminieren: 


Eee re re, te a TE 
Sth i N r m h 
B, r sin „te - 7 cos E ee BEIDE. 2 rn EEE 
+) ve +) 
Sfk ‘ 
4; ge et, 
| P"738 
Sfk .9 Y 3 
B; p m tg ee Dr (I6d). 


Kine der beiden andern wird dann f eliminieren. 


Das Resultat ist (s) als Funktion von (pp): 


. ) m 
symmetrisch: N I a 
j | | 9 Y 9 7 
. (sin? tg + sin „cos, 
+.) ( > +.) +.) 


/ n 


Im Falle antisvmmetrischer Kniekgefahr, mit zwei Bögen nach Abb. Te, sind die End- 
auflagerreaktionen quer zur Stabachse nicht gleich den negativen Zwischenstützkräften Sf. 
l 
sondern nur ein Drittel davon, da letztere jetzt nur mehr ein Moment -, SfL auf den Stab 
+.) 
ausüben. das von den Endauflazen mit dem dreifachen Hebelarm aufgenommen wird. Somit 
werden jetzt die Gleiehungen für das lokale Gleichgewicht aller Biegungsmomente: 


Ss r 
außen: EJya +l’y. / RE EN WE EEE 
Sf 
innen: EJy’ +Py + „(2x ET EEE ee ET ER ER 
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Die Gleichungen (12) ändern sich entsprechend. Während nun die Ableitungen (13) und die 
Randbedingungen (14) unverändert bestehen bleiben, tritt für die Syinmetriebedingung (15a) 
‚lie Antisymmetriebedingung ein: 


I; 
DE were , ; 2 3 HH a wm ea ne 


Analoge Eliminationen und gewisse trigonometrische Vereinfachungen führen dann zu 
lem Resultat 
pP 


antisymmetrisch: a Lee ER FE 


I) q Y 


‚cot eot 


h N 

Die beiden Resultate (17) sind in Abb. 3 graphisch aufgetragen, das symmetrische als 
steilere, das antisymmetrische als flachere Linie. Diese Darstellung zeigt, daß die Ver- 
(estirung beinahe proportional zur Steifigkeit der Stützen zunimmt, und zwar zuerst rasch, 
dann von s-- 15, p=5, ab langsamer. Die bei zwei Zwischenstützen größtmögliche Ver- 
festieung, d. h. p=9 wird dureh eine Steifigkeit von s=81 erzielt; eine weitere Steigerung 
der Steifiekeit würde nutzlos sein. 

Indem wir nun zum nächsten Falle schreiten, drei Stützen, vier Intervalle, dürfen 
wir, ohne unsere Annahme von der Symmetrie der Anordnung zu verlassen, die beiden äußeren 
(Viertel-) Stützen unabhängige von der inneren (Mittel-) Stütze behandeln. Wir wollen erstere 
mit (8) letztere mit (S;) bezeichnen und die entsprechende „relative“ Steifigkeit mit (s,) und (s;). 

Es ist klar, daß für s, 0 die Lösung mit der für eine einzige Stütze, nach Fall I, über- 
einstimmen muß. Andererseits, wenn s; 0, müssen wir erwarten, daß die maximale Ver- 
(estigung beträchtlich höher als p = 4, aber geringer als p 9 ist: denn dies letztere würde eine 
Anordnung der Stützen an der günstigsten Stelle erfordern, nämlich bei Z/3 und nicht bei Z/4. 

Das Gleiehzewiecht für eine unendliche kleine Ausweichung wird nun durch folgende 
Gleichungen ausgedrückt: 





.. » 77} » | . 
äußeres Intervall: AJya + Pya Safı* UHR : 4.50% car 
1 : vr ' rn ) | ? 5 | a i f 
inneres Intervall: EJy + PP; Scıhb-Zshz=0 : 20.00.5000. (186). 
Die entsprechenden Lösungen lauten: 
1 i R x . 3 | vers u : 
Ya Au cos h; B,sın ; -I8afa R 2 S;f;)- pP Sr, A 
une 
„a ‘ 1 AR Sf > R. l; 
y; = 4; 608 —+ B;sın MH! HR“ ee 
ak Se Dre 3 IP ie 
und ihre Krümmungsableitungen: 
r | A ,. . d 
Yı, „2 6087 Igel | Er EEE EEE Erz e (da), 
[7 A; A BR; ; 4 
Mi k? COS l; h? SI l; . . . . . . . . . . . . . (20h). 


Die Elimination von A,, .;, Ba. B; sowohl als der unendlich kleinen f, und f; kann 
auf Grund foleender Eigenschaften vorgenommen werden: 


bei =D :=d la 2: Me Te FE ee | ' 
| Ar 

bei .r I: Ya =fa zufolge Definition . 2. 2 2 2.2.20... (2b), 
| En Du; 

hei .r L:m =fh wegen Stetiekeit . . 2 2.2.2.2... (2le), 
’ | ee 

bei .r L:ye =W: wegen Stetigkeit . - - : 2 2.2... (@ld), 
| Be 

bei = L:y; fj; zufolge Definition . . 2 2 2.2.20... (2le), 

| 


bi zen li =O nur bei symmetrischer Auskniekung . . (21. 
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Demnach 








0 Er ER ee SE ee 
| WERE: 
Ta | ala ge - S;fi) pP 
B;= _— cher a ad a Se 
sin 
| 
N, ö IR or 
A;= 2 sin, R 5 i R R = -d ü s x R e ä s A R (22 €), 
B;, = fi j- Da K E sın U cot U Si . SL k - 22d) 
' . 4 P | 3 , q 4 q ro ? 
Sin, t Psın > ıPsın , 
sonach 
C C, 
r ($S4—+s;) + 5 "PR TE I VE 
wer: 
( t 
usssı eo » . 
| 2 2q 
l l op l ( l 47 
& to sec 5 Cot 
: ku hy { ( y . yp 2 
( 
U, cot ; 


Das Resultat ist in Parameterdarstellung in Abb. 4 aufgezeichnet. Die hyperbelähnlichen 
Kurven, die in einem Koordinatennetz von s„ gegen s; eingetragen sind, veranschaulichen die 
Bedingungen gleicher Verfestigung. p- 16 ist natürlich das Maximum, das bei drei gleich- 
mäßig voneinander entfernten Stützen überhaupt zu erzielen ist. Es kann bei s; und s, je 
218.5 erreicht werden, oder auch mit größerer Steifigkeit s;, wenn s„ unterhalb von 2185 
bleibt oder umgekehrt. Jedoch keine von beiden darf weniger als 125 betragen, sonst könnte 
selbst unendliche Steifigkeit der anderen den Mangel nicht wettmachen. Die Symmetrie der 
Kurven zu einer 45°-Linie kam schon in Gl. (23), welche nur die Summe und das Produkt 
der beiden s enthält. zum Ausdruck. Diesem Resultate zufolee könnte man vermuten, daß 
s, und s; eine völlig gleichwertige und vertauschbare Rolle spielen. Jedoch hat dies eine 
Grenze, insofern als bei ungenügender Steifigkeit s„, der Viertelstützen eine antisymmetrische 
Auskniekung eintreten würde, während bei ungenügender Mittelstützensteifigkeit dies niemals 
der Fall sein könnte. 

Die geringste Viertelstützensteifigkeit s,, die benötigt wird, um für irgendein bestimmtes 
Maß von Verfestirgunz zwischen 4 und 16 antisyvmmetrische Zweibogenkniekung zu verhüten, 
ist leieht zu finden, indem man das Theorem des Einstützenfalles (Kapitel 1) auf einen Balken 
von Ä I; Länge überträgt. Die Wechselbeziehung zwischen s, und p in unserer Dreistützen- 


-) 


terminoloreie kann daher gleieh von Abb. 2 abgelesen werden, indem man alle Ordinaten mit 
I und alle Abszissen mit S multipliziert. 

Dieses Resultat ist in Abb. 4 dadurch wiedergegeben, daß die verschiedenen p-Linien 
bei dem mindestnotwendieen s, abzebrochen und horizontal fortgesetzt worden sind: denn, 
wieviel s; aueh immer zur Verfügung stünde, s, könnte doch nicht weiter reduziert werden, 
wenn dasselbe p erreicht werden soll. Die strichpunktierte Linie, welche die Abbruchecken 
verbindet, trennt die Steifirkeitsbedingunegen zwischen s, und s;., unter welchen die kritische 
Auskniekung symmetrisch oder antisymmetrisch wäre). 

Um «lie Verfestigung über # hinauszutreiben, erweisen sich die Viertelstützen von höchster 
Wiehtigkeit. Z. B., um p 7 zu erzielen, ist wenigstens 6-mal soviel s, als s; nötig. Tat- 
sächlieh kann man bis ungefähr p=8,2, also, wie erwartet, weniger als bis 9, ohne irgend- 
welehe Mittelstützen, nur dureh steife Viertelstützen erreichen. Über 8,2 hinaus kreuzen die 
Linien die s „Achse nieht mehr. Die Stelle ihrer senkrechten Asymptoten bezeichnet das 
Minimum von s;, das auch bei unendlichem s, nötig wäre. Bei Zunahme von yp [über 12 : 
vewinnt s; wieder an Einfluß, und mehr und mehr Spielraum bleibt für die Wahl des Ver- 
hältnisses von s; zu s,. Übrigens sind die in Abb. 4 vom Ursprung ausgehenden Radien 
Linien gleichen s;:s,-Wertes. Die Abbildung gestattet, für Jeden beliebigen Wert von s; und 
s., die Verfestigung p zu interpolleren und den Typus der kritischen Auskniekung abzulesen. 


In Abb. 4 steht s; für sa und ss für s;. 
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Die Erweiterunge dieser Theorie auf irgendwelche größere Anzahl von Stützen bietet 
-sinerlei neue Sehwierigkeiten. Jedoch ein interessantes Problem wird aufgerollt, wenn ihre 
\nzahl unendlich wird, wie etwa z. B. der Fall wäre, wenn wir den Einfluß eines dicht- 
„aschieen, elastischen Netzes oder einer textilen Stützung, die sich über die ganze Spann- 
veite des Balkens erstreckte, zu untersuchen hätten. Im folgenden Abschnitt wollen wir 
ieses Problem behandeln, jedoch mit der Beschränkung, daß wir die Verteilung der 
sützenden Steifigkeit als gleichmäßig den Balken entlang annehmen, d.h. 
ISIdze=Const=S’ und ®=S’1?|0. 

Man kann natürlich irgendeine andere bekannte Funktion 8’ (#) in ähnlicher Weise ein- 
ihren. aber das Resultat wird dann natürlich komplizierter sein. 

Kiniee alleemeine Ergebnisse erhellen bereits aus einer einfachen Überlegung, bevor 
an an die mathematische Behandlung geht. Wenn die Stützung sieh kontinuierlich über 
‚lie ganze Spannweite erstreckt, aber äußerst schwach ist, so wird ihr Einfluß lediglich die 
Kniekfestigkeit des Stabes etwas über den Eulerwert (J) erhöhen. Der Stab wird noch 
mer einbogig ausknieken. Wenn die Steifigkeit groß genug wird, biegt sich der Stab ın 
schr Wellenlinien aus: und bei unendlicher Steifigkeit würde auch die Tragfähiıekeit des 
stabes schließlieh unendlich werden. Also für irgendwelchen endliehen Grad von Steifigkeit 
wird es eine bestimmte Anzahl von Bogen geben, in die der Stab endlich ausknickt. 

Die Gleichung des Momentengleichgewichts bei gleichmäßig über die ganze Spannweite 
verteilter Stützung lautet: 


% I. 

T "ii - - | “| 
EJ y H-Py+S’\yeds 5 \yde—=o0 tee WO 

i Er 


worin £ eine neue Variable ist. die einzeführt wurde, um den Hebelarm (* — & des unendlich 
kleinen Beitrages der rückführenden Kraft S’ydzs auszudrücken. 
Indem wir diese Gleiehune zweimal differenzieren: 


’ r 7 Ss R 
y 5.39 - 5.39 ee le ee PT: 
erhalten wır die Lösung 
y=: ‚|-sın = : "ern Fi el Wo 
J 
wobei (j) die Wurzel der Gleichung 
FF .,3= 
eh Tr” (24) 
ıst und daher 
E .J 
J: I Bes Er EINE u BD. 
| | S’EJ 
> ) P:? 
Beachte, daß für ’=0, j=k. 
Am andern Ende des Stabes. (vr = 1), ıst 
er 
y= 4-sın F DE ee A 


und Llj=nz oder j= L/nza, wobei n irgendeine ganze Zahl von Bögen bezeichnet. 
Wenn wir diesen Wert von (j) in (27) einsetzen, erhalten wir: 
—us—- ENTE: ER RE ar re N 


So sieht man, daß bei irgendeiner bestimmten Anzahl von Auskniekungen (p) eine 
lineare Funktion von (s’) ist. Demnach erscheint, wenn man die Werte von (n) steigert, die 
Beziehung zwischen (p) und (s’) in Abb. 5 als eine Reihe gerader Linien, welche s’=0 bei 
p-=1,4,9 16.25 usw. für n=1,2,3,.4,5 usw. schneiden, und alle steigen nach rechts 
an, wie selbstverständlieh. Offensichtlich ist die tatsächliche Beziehung von (p) zu (s’) die 
volle, dieke, gebrochene Linie, wobei jede Gerade (rn) nur soweit gilt, bis sie die Gerade n + | 
schneidet; dann gilt diese. Diese Schnittpunkte ergeben sich aus der Gleichung p = n’ + (n + 1)’ 
und sind demzufolge bei p=1,.5, 15,25, 41 usw. zu finden. 

Die in Abb. 2, 3 und 4 dargestellten Resultate sind in Abb. 5 als punktierte Kurven 
nochmals mit eingetragen, und zwar natürlich in einem logischen Vergleichsmaßstabe, nämlich 
indem man os, die Summe aller Steifiekeiten, die auf den Stab einwirken, an Stelle des Wertes 
einer einzelnen Steifigkeit als Abszisse aufzetragen hat. 
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I>s nperer u, Gibbons. Kniekfestirkeit eines Balkens auf Zwischenstützen 
Kin Vergleich der Kurven zeigt, daß die gleichmäßig verteilte Steifigkeit. 
die Mindestwirksame ist. Um irgendeinen beliebigen Wert von (p) zu 


erreichen, wird 


wie vermutet. 
von 


einem fortlaufend gestützten Stabe mehr Totalsteitiekeit erfordert. als von ireendeinem andern. 


Jedoch wenn der Stab ın eine bestimmte Anzahl von Boren ausknieken soll. 


kontinuierlicher Verteilune der Stützen höhere Werte von (») erzielt werden. 
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Wären andere als eanze Zahlen von Bören mörlıch, so könnte die Bezieh 


Differenzieren «der rechten Seite von (30) zefunden werden, 


| 


(p) und (8) dureh 


S | = AD] 
führen würde. Diese Parabel ist in Abb. 5 mit dargestellt. Sıe berührt die 
Geraden bei p=2, SS, 15,52, 50 usw. Andere Punkte der Parabel sind nur 


können bei 


So 


unge zwischen 
Was Zu 


(31) 


einhüllenden 
hypothet isch. 
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\lan würde denken, daß die Kurve nicht weiter interessiert’). Indessen erweist sich, daß 
‚lie Verfestigung, die von mehreren einzelnen, in gleichen Abständen angebrachten Stützen 


reboten wird, bei steigender Zahl sich sehr bald der nähert, die eine gleiche Menge kontinuier- 
.) 


!icher gleiehförmig verteilter Stützung gewährt. Die Parabel p= — ys’ ist demnach eine 
T 


ziemlich gute Näherung, die auf alle solehen Fälle paßt, bei denen die Stützungsverteilung 
eine regelmäßige ist, und deren Gesamtstützungswert, d.h. alle (8) über die ganze Spannweite 
l. 
's’d.e beträgt, vorausgesetzt, daß die Kulerlast des größten einzelnen uneestützten 
( 
Intervalles nieht überschritten wird. 
Interessante Probleme tauchen auf, wenn beides vorhanden ist, sowohl kontinuierliche 
“ls einzelne Stützungen. Unter Umständen verstärken sie einander, unter anderen tun sie 
las nieht. und dann bleibt die minderwirksame von beiden einflußlos. 


Übrigens können die abgeleiteten Formeln durch Experimente an Zelluloid- oder Metall- 
täben bestätigt werden, welch letztere in einer Materialprüfungsmaschine belastet werden, 
wobei man gleichzeitig ein System von Federn mit bekannter Steifigkeit anbringt, welche 
den Stab geradezuhalten trachten. 


Theorien der hier vorgeführten Art?) eröffnen aussiehtsreiche Wege zur Behandlung des 
Stabilitätsproblems bei praktischen Konstruktionen, welche zu kompliziert, zu empfindlich 
oder zu teuer sind, um tatsächlich einer experimentellen Stabilhitätsprüfung durch Axtal- 
kräfte unterworfen zu werden. Solche Versuche sind immer mißlieh wegen der riesigen 
Kräfte, die benötigt werden, und der Schwieriekeiten, die ıhr Aneriff an der Konstruktion 
verursacht, ganz abgesehen von der Gefahr, einen eventuellen Zusammenbruch nieht mehr 
aufhalten zu können oder dauernden Schaden zuzufüzren, wenn die Stabilitätserenze dureh 
die Belastung erreicht wird. Statt dessen ist jetzt nur ein Biegungsexperiment mit sehr 
kleiner Belastung und doch leicht meßbaren Ausbiegungen nötige. Die Last wird an der Stelle 
angebracht, wo sich die elastische Stützung befindet. Die Last wird sich dann als größer 
erweisen als diejenige, welche die gleiche Ausbiegung (f) ohne die elastische Stütze bewirken 
würde. Der Unterschied muß gleich S f sein und ergibt demnach sofort die Stützensteifigkeit (N). 
Wenn mehr als eine Stützensteifirkeit bestimmt werden soll, so müssen mehrere Biegungs- 
experimente mit verschiedener Verteilung der Belastung ausgeführt werden. Die verschiedenen 
Werte von S,, 8, usw. und 5° müssen, wenn nötig, durch ein System von Gleiehungen mit 
ebenso vielen Unbekannten errechnet werden. In diesem Falle muß man darauf achten, daß 
die Unbekannten sieh nieht als kleine Differenzen größerer Produkte ergeben und daher sehr 
ungenau werden. Diese Schwieriekeit umgeht man am besten dadureh, daß die Lastverteilung 
so eingerichtet wird, daß jeder Versuch für eine bestimmte Unbekannte besonders genau wird. 
Dann wird progressive Einsetzung der einen für die andere zum wahrscheinliechsten Werte 
jeder einzelnen führen. Beim Durchführen soleher Versuche ist es natürlich von Wichtigkeit, 
sich zu vergewissern, daß die Balken frei von Axtalspannungen sind, nicht nur im unbelasteten 
Zustande, sondern besonders auch im gebogenen Zustande. Wenn dies unmöglich ist, so wird 
es sich nötie machen, die während des Versuchs vorhandenen Druck- oder Zuekräfte zu be- 
stimmen und in entsprechende Anrechnung zu bringen. 


Solche Versuche haben sieh beim Bau des Luftschiffs Akron durch die Goodyear 
Zeppelin-Gesellschaft als nützlich erwiesen und sehr wertvolle Aufsehlüsse geliefert. 350 


*-), Ein ähnliehes Kniekproblem mit gleichmäßig verteilter, elastischer Stützung wurde übrigens von Banrät 
Dr. H. Zimmermann behandelt: Die Kniekfestiekeit eines Stabes mit elastischer Querstützung. Berlin 10906 
(Wilh. Ernst & Sohn). Seine Resnltate weichen indessen erheblieh von den obigen ab und weisen verschiedene Merk 
wirrdigkeiten auf. Die Unterschiede rühren davon her, daß Zimmermann hier den Endpunkten des Stabes Naeh 
riebigkeit zusehreibt, dafür die mittlere Durehbiegung Null vorschreibt, wie im Falle eines unendlich langen Schienen 
tranges. In unsern Falle sind die Enden aber am Ausknieken verhindert und daher dort keine Ruüekführkräfte vorhanden. 


3), Kinige der in der vorstehenden Arbeit vorkommenden Probleme wurden, wie den Verfassern nachträglich 
bekannt wurde, bereits von andern behandelt, wenn auch zumeist anders dargestellt. Zum Beispiel haben sieh 
"illunger und Jezek (Bauingenieur 1931, 50) mit dem Fall einer, Ss. Timoshenko mit dem von einer und zwei 
Stiitzen befaßt. Bleieh hat in der .Theorie und Berechnung eiserner Briüeken" (Springer 19294) eine Formel für 
beliebige viel gleiehsteife Stützen in gleichen Abständen abgeleitet. In einer russischen Arbeit hat J. Boobnof die 
maximal noch nützliche Steifigkeit für beliebige Anzahl Felder (#») ermittelt. Die von ihm errechneten Koeffizienten 
"Füllen merkwürdigerweise sehr nahezu (bis auf Y/5 %/, oder genaner) die Gleiehung 


IWTEeT I) 


"11aX n2 y 2 . 
Dr. H. Ebner weist darauf hin, daß der Ausdruck gleich 2»? (1 eos | sein muß.) Das Problem kontinuierlicher 


„ 


“lastischer Stützung wurde von Fr. Engzesser (1884, 1885, 1805) von IH. Zimmermann (1907 und 1910) und von S. 


"imoshenko (1916) behandelt. 
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Laminare Strahlausbreitung. 
Von H. Schlichting in Göttingen. 
Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut für Strömungsforscehung.) 


n der Literatur ist bisher das Problem der laminaren Strahlausbreitung, d. i. die Vermischung 
I eines aus einer Öffnung austretenden Flüssiekeitsstrahles mit der umgebenden ruhenden Flüssig- 
keit unter der Wirkung des laminaren Reibungsgzesetzes, meines Wissens noch nieht be- 
handelt worden. Das analoge Problem für eine turbulente Strömune ist schon früher von 
W. Tollmien') gelöst worden. Die in ihrer mathematischen Behandlung sehr ähnlichen 
Nachlaufströmungzen sind sowohl für den laminaren?) wie für den turbulenten?) Fall bekannt. 
Die Berechnung der Jaminaren Strahlausbreitung nach den Methoden der Prandtlschen 
Grenzschiehttheorie?) führt auf keine mathematischen Schwieriekeiten. Ganz besonders ein- 
fach gestaltet sich die Reehnung für den rotationssymmetrischen Strahl, so daß sie hier kurz 
wiederrereben werden möre, 


Wir wählen Zylinderkoordinaten: Der Ursprung falle mit der für die Reehnung als 
punktförmig angenommenen Öffnung in der Wand zusammen, aus welcher der Strahl aus- 
tritt. Die «-Achse falle in die Strahlachse, und „y sei der radiale Abstand von der Strahl- 
achse. Im Sinne der Grenzschiehttheorie wird nur die Bewegrungsgleichung für die «-Riehtung 
berücksichtigt, welehe, wenn man den Druck als konstant annımmt, lautet: 


ou ou I 10(7 „) 
u, res a (1), 
U 0 oo CH 
m 
1 ip 1 \ . ,*- ( : 
wober für die Schubspannung 7 nach dem laminaren Reibungsgesetz 7 u, gesetzt wird 
04 
(0  Diehte:; # - Zähigkeit; » = kinematische Zähiekeit). Die Kontinuitätsgeleichung ist 
oT, 0® " 0 ) 
© 1 ha Re ae mn a. a). 
oe 04 Y 
” * * . ”* * Y * 
Um Gl. (1) zu integrieren, machen wir für die Stromfunktion „= (wuydy mit zunächst un- 
( 
bekannten Exponenten und unter Fortlassung konstanter Faktoren den Ansatz: 
Y 2 „ +) 
vza®Fin) mt n=-— : 2 » 2 0%“ = ae ER 
Ad 


Die Exponenten p und » werden daraus bestimmt, daß 1. wegen des vorausgesetzten kon- 


F4 


stanten Druckes der Impuls 20 | wu ydy-=const und 2. wegen des Gleichgewichts zwischen 
ı 
PR u: Rp a OU. 
rägheits- und Reibungskräften das Trägheitsglied « _ ‚in bezug auf .« von der gleichen 
0). 


I 1 or) 


Größenorednunze sein muß wie das Reibuneselied Durch Differentiation erhält man 


oy4 04 
aus dem Ansatz (B): 

Io 7, - 
MH = m rl .Nn ‚rl .N | 

7 Q „ Ph) ) 
T RT B I 1 or) 

} zrp sn: > x rD In 
Oo Q „  } | 0 „ 


und somit für p und » die beiden Gleiehungen: 
2p—4n+2n=0, 2p—Iin—l=p—4n 


une hieraus 





von=i. 

1, W., Tollmien: Bereehnunge turbnlenter Ausbreitungsvorgänge. Ztschr. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 6. 
Ju NS, 468. 

2, Ss, Goldstein: Proe. of the Cambr. Phil. Soe. Vol. 26 Part 1, 10980, und W. Tollmien: Handbuch der 
Kxperimentalphvsik Bd. 4 Teil IL, S. 269. Leipzig 1931. 

°, H. Sehliehtine: Über das ebene Windsehattenproblem. Ing.-Areh. Bd. 1, 8. 553, 1930. und L. M. Swain: 
On the turbulent wake behind a bodv of revolution. Proe. of the Roy. Soe. A. Vol, 125. 647, 1929. 

3, 1. Prandtl: Über Flüssirkeitsbewegenng bei sehr kleiner Reibung. Verh. d. III. intern. Math. Kongr. Heidel 
berzr 1904, wieder abredruekt in „Vier Abhandlungen zur Hydrodynamik und Aerodynamik“, Göttingen 1927. 
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Wir schreiben jetzt die Ansätze (3) vollständig auf und setzen 


v=»vxF'\(n) 


——: DIET ER Be Ace 0 er So Er A 
x 
1 oy 1 oy 
Dann ist wegen u Fr” und » = 7. ei. 
v F' v(_, F ö 
A be IF" (»)) 
{ 7 1 7 
ınd 
I lot) "il d MR n 
oYy 0Yy endn 7)’ 


wobei der Strich bei F die Differentiation nach 7) bedeutet. 


Durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung (1) erhält man nach Division durch für die 
Stromfunktion F die Differentialgleiehung: 

a a d (mr & 

7” 7 7 dn n)' 
und nach einmaliger Integration: 

ESF 2 en ale kr ER 
Die Randbedingungen sind: 


y-Vl:dı.n=d: vun: d.ı F=0 


Da « eine gerade Funktion von 7 Ist, muß also + gerade sein, also FF’ ungerade und FF 
verade. Wegen Fi0) 0 ist das konstante Glied in der Entwicklung von F nach Potenzen 
von n gleich Null, womit eine Integrationskonstante bestimmt ist. 

Das Eingehen der zweiten Integrationskonstanten, die wir mit y bezeichnen wollen, er- 
kennt man leicht folgendermaßen: Ist F'(n) eine Lösung von (6), dann ist auch F(y») = Fi&) 
eine Lösung, denn durch die Transformation 


ce = F 7 P . . . . . . . . . . . . . . . . ° . . (‘ 
veht die Differentialgleiehung (6) in sich über. Eine Lösung der Differentialgleichung 


m F dF _d€F 
ds E 9’ 
welehe die Randbedingungen E=0V: F=0, F’ 0 erfüllt, läßt sich sofort in geschlossener 
“orın angeben; sie lautet: 


mr) 
C- 
- 


F= &2 ; . . . ® . . . . . . . . j . . . . (9), 
I+-- 
4 
wie man durch Differenzieren leicht verifiziert. 


Damit ergibt sich nach Gl]. (5): 


v» IdF » 2% 


[A ri 9\0 97 
ze Peg ds N 1 &“ ) 
4 
ec 
v» (dF F\ v >73 
url a 


+5) 


14 \ _ - „ . . . 
wobei nach Gl. (A) und () E=y' ist und die Integrationskonstante y noch aus dem vor- 
m 


zegebenen Impuls des Strahles zu bestimmen ist. 


IH» Schliehtine. 





Für den Impuls des Strahles erhält man 
FI 

16 

+) 

+.) 


J=-2ro\wWydy 


T y” 
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da außer der kinematischen Zähigkeit der Impuls eine charakteristische und physikalisch 


wesentliche Konstante des Strahles ıst. 


diese beiden Größen auftreten. Bezeichnen 


des Strahles, so ereibt sıch 


[A 


lt 


i 2 
ie # u 


schreiben 


wır noch 


wir 


mt 


Resultate so. 


den „kinematischen Impuls* 


ı) 


Bezeichnen wir als charakteristische Breite 2b* des Strahles den Abstand derjenigen Punkte, 


wo die Gesechwindiekeit halb so groß ist wie in der Svmmetrielinie, so ist 
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x)?/a 


Für die Durechflußmenge 
F 
V=2n|uydy (Volumen pro 
0 
sec), die wegen der seitlichen 


Zuströmune mit wachsendem 
loehabstand zunimmt, erhält 
man die einfache Formel: 


() SIE. 


Für den runden laminaren Strahl 
hat man elzenartige 
Kreebnis, daß die Durchfluß- 
menee in einem bestimmten 
lochabstand unabhängige ist von 
dem Impuls des Strahles, d.h. 
unabhäneie vom Überdruck. 
unter welchem der Strahl aus 
der Öffnung ausfließt. Ein Strahl. 


also das 


der unter eroßem Druck (mit 
oeroßer Gesehwindiekeit) aus- 
fließt. bleibt schmaler als ein 


anderer Strahl, der unter ge- 
rinzerem Druck (mit kleinerer Ge- 
schwindiekeit) ausfließt: dieser 
reißt verhältnismäßig mehr 
ruhende Flüssiekeit mit sich, 
so daß die Durehflußmenge bei 
eleicher kinematischer Zähige- 
keit in beiden Fällen in gleichem 
l,ochabstand dieselbe ist. 


Kın Stromlinienbiltl sowie 
graphisches Bild der «- 
findet man ın 


ein 
Komponente 
Abb. I und 2. 
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ebene laminare Strahl, also die 
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\ermisehung eines aus einem Jangen, schmalen Spalt austretenden Flüssigkeitsstrahles mit 
or umeebenden ruhenden Flüssigkeit, berechnet worden. Die Reehnung ist wenieer einfach, 
‘odaß sie hier nieht wiedergegeben werden soll. Die Abnahme der Gesehwindiekeit in der 
<trahlmitte und die Zunahme der Strahlbreite mit dem Abstand von der Öffnung erzeben 
ich wieder aus dem konstanten Impuls und dem Gleichgewicht zwischen Trägheits- und 
Reibuneskräften. Die Differentialeleiehune für die Stromfunktion läßt sieh in diesem Fall 
nieht geschlossen integrieren, sondern man hat eine Potenzreihenentwieklung um 7 0 und 
ine asymptotische Lösung für große 7 aneinanderzufügen. Die Resultate lassen sieh wieder 
» darstellen, daß in ihnen an physikalisch wesentlichen Konstanten nur die kinematische 
/ähiekeit und der kinematische Impuls des Strahles vorkommen. Bedeutet 

Fo 

k=/[udy 
: 

Ion kinematischen Impuls für eine Schieht der Höhe Eins senkrecht zur .y-Ebene, so erhält 
an für die Geschwindigkeitskoniponenten: 








2ı1 ’ y\! E 
u—0,00(" Fe " IETYER r 02° y\ 
vi) ds u BL u 1 - 
und für die Stronfunktion 
i; >; y 
1" 1.212 (kva)?®?Z. wobei € VO Rh R 
u 3 
und die Funktion Z(£) in der nebenstehenden Zahlentafel angezeben ist: 7 ist als ge- 
strichelte Kurve in Abb. 2 aufgenommen, 
Zahlentafel. 
' zZ | .dz , . nn dz 1 (dzZ 
u 4(S d =: 3 28 78 2) . (8 dl = 3 (78 7: 2) 
() () 1.00.) () 1.6 1.148 0.342 VUN 
01 0.100 0.995 0,085 1.4 1.150 0.304 0.049 
0.> 0.199 0,80 0.065 1.S 1.208 0.270 0.079 
0.3 0,296 0.056 - 0,005 1.0 1.234 0.259 0.109 
0.4 0,390 0,024 0.117 2.0 1.256 (1.211 0.137 
0.5 0,480 0,884 - 0,139 2.1 1.276 0.186 0.165 
0.6 0,566 0,840 - 01.147 2.2 1.293 0,16» 0.189 
0.7 VHS TV - 1,156 2.4 1,322 0.125 0,241 
0,8 0.724 V.TD> 0,152 2,6 1.343 0.094 0.285 
0,0 0,705 0,684 0,145 2.0 1.360 0.071 0.321 
1.0 0,861 0.628 1- 0.132 3.0 1,372 0.054 0.354 
1.1 0,921 0.576 0.119 3.0 1.391 0.026 0.102 
1.2 1076 0.524 + 0,004 1.0 1.101 0.013 0.43? 
1.3 1.026 0.474 + 0,069 a 1.105 0.007 0.450 
1.1 1.071 0.427 0,041 2.0) 1,408 0.003 0.159 
1.5 1.111 0.33 0,012 N 1.110 0 0,170 








Für die charakteristische Breite 2b* des Strahles ergibt sich: 
2 —=619E ri. 


t SF 
Die Durchflußmenge pro Schiehthöhe Eins 4 | udy beträgt: 


JS. 
+) 1 
(= 3.42 (k vc)3. 


ist also nieht wie beim runden Strahl vom Impuls des Strahles unabhängig. 
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Praktische Lösung der fundamentalen Randwertaufgaben der 
K:lastizitätstheorie in der Ebene für einige Berandungsformen. 
Von N. Muschelisrili in Tiflis. 

n einigen früheren Arbeiten') habe ich eine Methode zur Lösung der Randwertaufgaben der 

Klastizitätstheorie in der Ebene entwickelt, welche auf einige elementare Eigenschaften des 
Cauchyschen Integrals und diejenigen der konformen Abbildung sich gründet. Diese 
Methode wurde zunächst nur in einem Sonderfalle angewendet, nämlich im Falle, daß die 
Abbildungesfunktion «» (£) (siehe unten, Ziffer 4) rational ist’). In diesem Falle erscheint die 
Lösung in einer ganz elementaren und praktisch brauchbaren Form. Neuerdings ist es mir 
eelungen, mit dieser Methode die (theoretische) Lösung im allgemeinen Falle zu erhalten’) 
und damit die fundamentalen Existenzsätze zu geben (die im Falle des unendliehen Bereiches 
bisher fehlten). Diese Sätze (die unten ohne Beweis angeführt werden) ermöglichen die 
Methode auch im oben erwähnten Sonderfalle zu vereinfachen, da die Existenz und die Be- 
schaffenheit der Lösung von vornherein bekannt sind. Andererseits haben mir Vorlesungen 
über einige ausgewählte Fragen der Elastizitätstheorie, die ich im Frühling 1931 auf Ein- 
ladung des Seismologischen Institutes der Akademie der Wissenschaften der U,d.S.S.R. in 
Leningrad für die wissenschaftlichen Mitarbeiter des Institutes hielt, Anlaß gegeben, einige 
neue praktisch wichtige Fälle zu behandeln. 

In diesem Aufsatze ist ein Teil der so erhaltenen Ergebnisse, die eine praktische Be- 
deutung haben können, dargestellt. Die Darstellungsweise ist so gewählt, daß die Kenntnis 
der anderen Arbeiten nicht erforderlich ist, wenn man einige einfache allgemeine Formeln 
und Sätze ohne Beweis annehmen will. Zugleich habe ich dafür gesorgt, die Beweise nur 
dann beiseite zu lassen, wenn sie in leicht zu beschaffenden Zeitschriften zu finden sind. 


I. Zusammenfassung der allgemeinen Formeln und Sätze. 


In diesem Abschnitte werden die allgemeinen Formeln und Sätze, die zur Lösung des 
ebenen Problems der Elastizitätstheorie dienen, zusammengefaßt. Der Kürze weren werden 
einige Ergebnisse ohne Beweis angeführt: eine ganz elementare und vollständige Darstellung 
kann man z. B. in meiner oben genannten Abhandlung „Recherches sur les problemes aux 
limites ete.*, die im folgenden kurz als „Recherches* zitiert wird, finden. 

1. Komplexe Ausdrücke für Spannungs- und Verschiebungskomponenten. Bekanntlich 
lauten die Differentialgleichungen des ebenen Problems (im Falle des Gleichgewichtes, bei 
[fehlenden Volumenkräften) wie folgt: 


Q Tx X Q Tı K/] Q x NY Q T, U » \ 
ra ar 0, z ' Be 2 ER ER EEE 
Our 07] Or 07] 
ou, or ‚0u ‚(dw  O®\ „0% ou or ) 
Tr /. r TU : Tyı A| r Tasu : Tr u u a), 
va \Q p Ö Y l Ö r HU Q x Q Y, f A Yy xu / N Yy Q r 


wobei 7x, 7yy, Tyy die Spannungskomponenten, «, ® die Verschiebungskomponenten und 4, u 
die elastischen Konstanten sind’) (A >0, u >0). 

Man kann zeigen, daß die allgemeinste Lösung der vorigen Gleichungen sich vermittels 
zweier analytischen Funktionen 9, (2) und y, (2) der komplexen Veränderlichen 2 r—+iy in 
folgender Weise darstellen läßt°): 

Zuw+tiv)=xo, (2) -29, )-Wvl?) -»- » 2: 2 22 020.0.6B), 
xx tty»=2[P, @+P, @]. Tyy-Tıt2iry=2E Pf’) +P,(@)| . . (4), 


wobeı zur Abkürzung 
.+F u 


+ u 


edel, Fey’ le) ..:..:D mad >11. 0.0.(6) 


1 


I) Sur l’integration de l’equation biharmoniqne, Bull. de Acad. des Se. de Russie, 1919, 8.663: Applications des 
integrales analogues A celles de Cauchy A quelques problemes de la Physique Mathemat., Tiflis, 1922. Vgl. auch den 
Aufsatz von I. Malkin: Über einige neuere Arbeiten auf dem Gebiete der Elastizitätslehre, ZAMM, 10, Nr. 2. 1950, 
in dem einige Ergebnisse der genannten Arbeiten referiert sind. 

?, Ähnliche Fälle wurden schon früher von E. Almansi (Rendie. del Cireolo Mat. di Palermo, 13, 1899) und 
l.Boggio (Attı d. R. Accademia di Torino 35, 10900: Atti d. R. Ist. Veneto, 61a, 1901-1902) nach einer ganz anderen 
Methode betrachtet. Unsere Methode ist viel einfacher und allgemeiner. 

3) C’omptes Rendus, Paris, 192, 1031 (SS. 77 und 221). Eine ausführliche Darstellung dieser Ergebnisse ist 
in dem Anfsatze „Recherches sur les problemes aux limites usw.* Math. Ann. 107, 1932, 8.282 -312, enthalten. 

ı Beiebener Verzerrung sind Z und #« Lamesche Konstanten. Im Falle einer dünnen Platte jedoch 

2 An 


muß man die Lamesche Konstante 2 durch eine andere Konstante, nämlich dureh -— — , ersetzen. 
A+-2u 


5) Verl. z.B. „Recherches“, $ 9, 
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‚setzt ist: außerdem bezeichnet in allgemeiner Weise 9 (2) die analytische Funktion der 
komplexen Veränderliehen 2 .r —iy, welche aus g (z) durch Ersetzung von i dureh i ent- 
teht®). Die äußerst einfachen und wichtigen Formeln (3) und (4) wurden (in einer etwas 
‚nderen Bezeiehnungsweise) zuerst von G. Kollossoff aufgestellt‘). 
Die wohlbekannte Airysche Spannungsfunktion U, die mit den Spannungskomponenten 
"U le Bl OU 


Iırch die Gleichungen T,x verknüpft ist, wird in folgender 


dp’ Tyıy Ir?’ xy Vrdy 
Weise durch 9, und y, dargestellt: 
SU=zY9,@) +29, A) + )+WY.@. -» -» MD, w=fjSw(@)dz .. . (la). 
Aus dieser Formel folgt unmittelbar: l 
OU. .0U J 


hau 7° 9,@d))+2:Y, @d)+wy,(@), 


ol ,oU 


de y ht @G)+?7, )+Vv@). . . ©). 











. . . . . . . > . a 
Es sei ein mit einem positiven Durchlaufssinn versehener 9 Ps 

Kurvenbogen A B vorgegeben und » sei die nach rechts gerichtete Bäuez] 

| ' Abb. 1. 

Normale dieser Kurve (Abb. 1). Bezeichnet man mit 7.(v)ds, alas 


r,(r) ds oder schlechthin mit 7,.ds, r,ds die Komponenten der auf das Bogenelement ds, 
von der Seite der Normalen », wirkenden Spannung, so hat man, wie eine ganz elementare 
Rechnung zeigt‘), 


(r.+ir,)ds id 4 - idio,(@) +2, +Y,@)) - : : 2» 2.2... 


Alsdann wird der resultierende Vektor (X, Y) der auf AB wirkenden Spannung durch 
die Formel 





RB 

1 hl | Beh ‚oU]B . | = . 

X-+1i } \(rx MtT,) ds lo 2 “or Ya ia (2) r2 Yı (2) + y(2) z (10) 
A 


.[1B i i z 
veweben, wobei ‚ den Zuwachs des Klammerausdruckes beim Fortschreiten längs AB be- 
deutet. Endlich wird das resultierende Moment M, (in bezug auf O0) diese Spannungen durch 
die Formel”) 
IB 


NU TB 
u | | “in 
| Ja 


| 

I. rY 
0 Ne . 

| ( A 


vegeben [R — reeller Teil). 


R(y,(2) —zy,(2)—22gy, (z)) (11) 








Ö la A 


Anmerkung. Ist APR ein Randstück des vom elastischen Körper besetzten (zweidimen- 
sionalen) Bereiches, so gibt die Formel (9) die auf das Randelement wirkende äußere Spannung: 
dabei soll man den Durchlaufssinn von A B so wählen, daß der elastische Körper links bleibt. 

er 
& E und : - überall stetig sind. Er- 
\eiden diese Funktionen in einem Punkte © des Randes endliche Sprünge, sind aber in der 
Umgebung dieses Punktes (im Bereiche des elastischen Körpers) eindeutig und stetig, so 
st der Punkt € als Angriffspunkt einer Einzelkraft anzusehen. In der Tat, 
schneiden wir aus dem Körper die Umgebung des Punktes € durch einen unendlich kleinen Halb- 
kreis €" DC” (Abb. 1) aus, so wird die Resultierende der Spannungen, die auf €’ DC” wirken, 


Ir ‚U, .9U] q L 
auf Grund der Formel (10), gleich 3 +8, , . Durch Grenzübergang erhält man eine 
K X ( ! (' 


Kınzelkraft (X., Yo), die durch die Formel 


Bisher haben wir stillschweigend angenommen, daß 


‚ou ou] 


X:-t+iY. ln A un r . (10a) 





y 
zegeben ist, wobei | |, den Sprung des Klammerausdruckes beim Übergang über © (in posi- 


ııver Richtung) bedeutet. 


6, D.h. ist $ (2) piIx,uy) +iqgix,y), so wird 7 (2) px, u) iqix,W). 
'"),G. Kolossoff, Doktor-Dissertation (russisch), Dorpat, 19009: Uber einige Eigenschaften des ebenen Problems 


(er Elastizitätstheorie, Zeitsehr. für Math. u. Phys., 62, 1914. 


s, Vgl. z.B. „Recherches“, $ 9. 
” Vgl. „Recherches“, $ 9. 
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Ist außerdem die Funktion 7’ im Punkte € (.. 9.) Stetie, so wird in € kein Einzel- 
paar Sıtz haben. In der Tat zeigt die Formel (11), daß das resultierende Moment der 
Spannungen, die auf €” DC” wirken, in der Grenze gleich — .r.. y, KeYe— Ye, 


‘ ( Kr . 10 Dir ( 
wird: das ist aber das Moment der Einzelkraft (X... Y.) in bezug auf 0; infolgedessen gibt es 


in € kein Einzelpaar mit endlichem Moment. 


‘» 


2. Grad der Bestimmtheit der eingeführten Funktionen. Bei vorgegebenemSpannungs- 
[elde (d.h. bei vorgegebenen Tyx. Tyy, Tx,) wird nach der ersten Gl. (4) der reelle Teil 


vom P,(z) vollständig bestimmt. Infolgedessen wird die Funktion ®,(z) selbst bis auf 


eine rein imaginäre Konstante Ci und die Funktion 4,(z) bis auf den additiven Ausdruck 
(iz -a+:p bestimmt. Die zweite Formel (4) zeigt dann, daß Y,(z) vollständige und, folg- 
lieh. „7,(2) bis auf eine Konstante « —- 19’ bestimmt ist. 


Krsetzt man also 9,(2) und , (2) dureh 


p,(2) Cız-Hta in bzw. w (2) - a Hip a |: ; © 
so bleibt der Spannungszustand unverändert. Dagegen, wie es aus (3) unmittelbar folgt, 
werden # und » dureh u — u, bzw. vr, ersetzt, wobeı 

21 r za a „—1 en zp-+pP 13 
H HH + : Ün Fu FE ae er BE ur .) 
” 2 u J Zu 3 u au 


ist. Der Versehiebuneszustand (#,.r,) Ist. wie die vorieen Formeln zeigen (und wie es von 
vornherein klar ist), eine einfache starre (infinitesimale) Verrückung des ganzen Körpers '”). 
Ist infoleedessen das Verschiebunesfeld voreeschrieben. so sind nicht mehr alle 

‚” 


fünf Konstanten ©, a, P, a’, 9 verfügbar: man kann nur eins der Paare: a, p oder a’, p’ will- 
kürlich wählen. 


der mit dem 


( 


3. Analytische Eigenschaften der eingeführten Funktionen. Es sei 
elastischen Körper besetzte (zweidimensionale) Bereich. 

Wir nehmen an, daß die Spannungs- und Verschiebungskomponenten in Z eindeutig 
um regulär sind: ist der Bereich Z£ unendlich, so nehmen wir weiter an, daß die Spannungs- 
kompeonenten auch im Unendlichen beschränkt bleiben. 

In folgenden werden wir nur den Fall betrachten, daß der Bereich Z von einer einzigen 
oesehlossenen Kurve & begrenzt ıst. Dieser Bereich kann sowohl endlich (Innenraum der 
Kurve &) als auch unendlich sein (Außenraum der Kurve &: der Fall einer durchlochten 
unendlichen Platte). 

Ks ist klar, daß alle oben angeführten Funktionen der komplexen Veränderlichen 
eindeutig und holomorph in £ werden, falls dieser Bereich endlich ist. 

Ist aber Z unendlieh, so Jäßt sieh zeigen"), daß, wenn man den Koordinatenursprung 
außerhalb Z (d.h. innerhalb &) nimmt, 


ne X -4YV R a (X -tY) a 
o9,(@)=(B-+Hil)z2—; Ze „log: 9, (2), y,(@)=(B’+i(')z Pas „le: Hy (2)... (14), 


wird: dabei sind: (X,%) der resultierende Vektor der auf E wirkenden äußeren Spannungen, 
R,C,Bb’,C'" reelle Konstanten und 4 ,", y',’ Funktionen, die im ganzen © (einschließlich des 


g, 
Punktes : x) holomorph sind. D. h., die Funktionen g,° und y," haben bei hinreichend 
eroßkem 2 die Form: 
. ’ ‚+ ‚ Ta} 
’ wen A, ıD, L. ID. R : Er ch, -tD, ı @s ; > * 
2, 2) =af3P1 | e- or, wide + tr # -f ar Fr... (15). 


\us (I) und (15) folgt, daß die Funktionen P,(2)=y,(z) und P/,(z)=y,(z)inZQ ein- 
schließhheh des unendlhieh fernen Punktes holomorph sind und bei großem 2 die Form 


Di: I: ss _— | j 
(16) 





haben. 


10) Tatsäc eh ist eine infinitesimale (ebene) Verriekung eines starren Körpers dureh die bekannten kinematischen 
Formelndx=-—ı . vi » gewrehen, wobei r den Drehungswinkel und (e,b) die Verschiebung des Koor 


Fr 


Kt 











T, 


Zt 


ne 
a 
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Die Einsetzung dieser Ausdrücke in (4) zeigt, daß bei z= x, r,x2B DB, r,„„=2?B+BR, 


7.„=(’ wird. Dann zeigen die wohlbekannten Formeln: 7..= + o0s3a, 
O u 9] OÖ Ös [4] Os . . . 

1 p) 1 RER Men RM .) x \ ei ” ' , RR . i 

ai > 90, Try: » sin2a, wobei o, und o, die Hauptspannungen be- 


zeichnen und « den Winkel zwischen O.r-Achse und der Hauptspannungsachse von o,, daß 


m “ 
ae, = da, zen 7 Dr 
ist, wobei für o,, 0, und a ihre Werte bei z=x zu nehmen sind. 

Die Konstanten B, B’, ©’ haben also eine einfache physikalische Bedeutung. 
ıI/odv ou 


Anderseits zeigen die Formeln 8) und (14), daß die Rotation 2 ,|x : 
= \Vu 0 


r 


51% 
beiz=nx den Wer , z annımmt, so daß 
rn 2ue in 
Frers Ale Dun BE Bu ze Sue Ze Se Zu Zu Sur Zee Ze Ze u | © & 


ist. wobei e den Wert der Rotation im Unendlichen bezeichnet. 
Bei vorgegebenem Spannungsfelde kann man immer (Ziffer 2) annehmen, daß C==0 ist. 
Es sei nın das Moment M, der äußeren Spannungen, die auf &E wirken, bereehnet. Die 
Formel (11), welche auf die ganze geschlossene Linie E anzuwenden ıst'”), gibt unmittelbar: 


M, 


IS). 
In (45) 


M, =Snß,, d.h. Pi 

Bemerkung. Die Einsetzung der Ausdrücke (14) in (3) zeigt unmittelbar, daß die 
Verschiebungen erst dann im Unendlichen beschränkt werden, wenn BC == XI=T=B 
wird. In diesem Falle werden die Funktionen 9,(2) und y,(z) auch bei z=x holomorph. 
Ks ist insbesondere hervorzuheben, daß die Verschiebungen nicht beschränkt sein können, 
wenn der resultierende Vektor der äußeren Spannungen, die auf dem Rand &E wirken, von 0 
verschieden ist. 

4. Konforme Abbildung und die zugehörigen krummlinigen Koordinaten. Bekanntlich 


Tr 


kann man immer den Bereich & dureh eine Relation von der Form 
wg a ee 


auf den Einheitskreis ©. <1 der Ö-Ebene eindeutize und konform abbilden. Ist Z endlich, 
so wird ©(£) im Einheitskreise holomorph; ist © unendlich, so hat »(&) in diesem Kreise 
nur einen einzigen einfachen Pol, der dem Punkte z° x entspricht; ohne die Allgemeinheit 
zu vermindern, kann man immer annehmen, daß dieser Pol im Mittelpunkte © 0 des Ein- 
heitskreises sich befindet. 

Ist weiter, wie wir annehmen wollen, die Randkurve Z genügend „glatt*, so werden 
»(£) und »’(£) einschließlich des Randes stetig (mit eventueller Ausnahme des Punktes © 0) 
und DV. 

Setzen wir Ü > oel?, so werden o und 9 die polaren Koordinaten in der C-Ebene. Den 
Kreislinien o = Konst. und den Strahlen 9  Konst. entsprechen in der z-Ebene gewisse Linien, 
(die wir ebenfalls mit o = Konst. und 9 = Konst. bezeichnen werden. Die Linien o  Konst. 
sind geschlossene Linien, die den Punkt z,° »(0) umkreisen'*), die Linien 9 == Konst. be- 
innen alle in diesem Punkte und münden am Rande &. Diese Linien (die augenscheinlich 
wei zueinander orthogonale Familien bilden) wollen wir als Koordinatenlinien in der 
Ebene wählen. 

Wir werden die Linien 9  Konst. als o-Linien, die Linien o °  Konst. als d-Linien be- 
‚eichnen: die Tangenten an diese Kurven (die im Sinne der wachsenden bezüglichen Para- 
meter o oder 9 geleitet sind) werden wir (o)-Achse bzw. (#)-Achse nennen. 

Es sei d ein Vektor in der z-Ebene mit dem Angriffspunkte (0,9) und es seien vr. und 
"; seine Komponenten in bezug auf die Achsen (0), (9). Es wird augenscheinlich: vo +10, 

(".t+ir,)e '«, wobei v, und , die kartesischen Komponenten vom d sind und «a der 
Winkel zwischen O.r und (o)-Achse. 
1?) Man darf nieht vergessen, daß bei Umlauf von &E der Bereich 2 links bleiben muß: d.h. der Umlaufssinn 
vd demjenigen des Uhrzeigers gleich. Dabei wird der Zuwachs von log gleich (— 2-0) und derjenige von 
x gleich +? «i. 
13) Im Falle, daß & unendlich ist, wird 29 L. 
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Man beweist leicht, daß'*) 


’ - ’ 
ow \C) £ & N: Z . 
e' Fe, Er er ki: aaa irre 
od ICh) © N.) 0 
und foleliech: 
ir) 
ı’) 
rt > > Pr I a . .) 
"no T ! ! ı ’ . (’ x u | ! y) . . ° . . . . . . ° . . . . . ° . 1) 


ist. Alsıclann ergibt die Formel (3) für die Komponenten ro,r5 der Verschiebung: 
E75 Ä . Di) _ . \ 
u ok) lro tiry) 12 N noHD)-Vvlli -» + » 0... 2), 
0 Aö) 
wobeı 
lt BE CR 100) ae a (a DE Te 77 (2 | Er | ; 


ist. Für die Spannungskomponenten 700, 749, Toy in bezug auf die Achsen (0), (#) ergibt 
sich ohne Schwierigkeit’): 


‚) ” 
oo Tyy 2 [PS - Pd]. 799 Toon Jitog 777 POP) oJ] . . . (24), 
0° © \L 
wobei die Bezeiehnungeen eineelührt sind: 

’ - ar 

Do NGC) IC) 
.- e / “ R / - = 
Pi) Pod) > FIER el E55 re ID). 

di.) ) \L) 


Die Formeln (21) und (23) sind schon in meinen früheren Abhandlungen (a. a. O.) auf- 
oestellt und anzewendet worden’). Analoge Formeln sind von G. Kolossoff noch früher 
(a.2.0. angegeben; das Koordinatensystem ist aber bei G. Kolossoff eın anderes. 

Aus (23) erhält man unmittelbar durch Subtraktion 


oe —-ing=PlkÜ)+PIE EP FUN » 2 2%“ & » ABl. 


oT (0) 


Im Falle eines unendlichen Z wird es vorteilhafter (aber nieht notwendig), diesen 


Bereich anstatt auf dem Innenraum © 1 des Einheitskreises, auf dem Außenraum \{ | 
abzubilden, und zwar so, daß die Punkte 2° und S x sich gegenseitig entsprechen. 


Dann wird, wie es aus den elementaren Eigenschaften der konformen Abbildung folgt, bei 
hinreichend großem 


z y E. U, PER 
= BEE + Fat 3 ara er a a a Er 
wobei A, 0,. €, usw. (im allgemeinen komplexe) Konstanten sind. Im großer Entfernung 


wird also der Verlauf der Linien o und 9 dem Verlaufe der entsprechenden Linien (Strahlen 
und Kreise) in der S-Ebene ähnlich. 
In diesem Falle geben augenscheinlich die Gl. (14): 
N-+iY | (X iY) | | | 
o(d)=(IB-+HiC)Rl log dö+g (ö), y(ö)=(B’+HiC’")Rö-+5 - log Zt (I) (28), 
2r(z +1) 
wobei y°(Ö) und 3" (£) außerhalb des Einheitskreises holomorph sind (mit Einschluß des 
Punktes [= x). Wie schon gesagt, kann man ohne Anderung des Spannungszustandes 
==0 nehmen. 


5. Einige Sätze über das Cauchysche Integral. Unsere Methode gründet sich auf folgenden 
einfachen Sätzen über das Cauchy sche Integral: 

I’. Es sei y die Kreislinie [ I und fi#), g (9) zwei stetige reelle Funktionen des 
Borens 7 von y. Wenn für jeden Punkt Z innerhalb y die Gleichung 


\ 


fdo \ 7 do 


[2 [2 


- _ 


(A) 


eilt (wobei 5 == ei” einen laufenden Punkt auf y bedeutet), so wird notwendig: FIN) Hd)" 
l’a. Gilt die Gl. (A) für alle Punkte Z außerhalb y, so wird f(9) = 4 (9) + Konst 


14) Verl. „Recherches‘, 19. 
15) Ohne meine Arbeiten zu kennen, benutzt E. Kohl (diese Zeitschr. Bd. 10, 1930, S. 141 ff.) das im Text ang 
hrte System der krummlinieen Koordinaten. Seine Formeln sind aber viel verwiekelter als die oben angegebene: 
Dieser Satz in einer alleemeineren (nieht ganz korrekten) Fassung stammt von A. Harnack (Math. Ann 
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Wir beginnen mit dem Beweis des Satzes l’a. Da in diesem Falle '£!>o ist, so gilt 


| | G 0° 
lie Entwicklung: _ = a nr => ....  Frägt man diese in (A) ein und vergleicht 


) -— - 
ie Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von Z, so erhält man (da co ei’, do=iel" AV 
iod' ıst): 


\ f(9) o" do \g (No"'dofn 0.1.2...) oder 


fi) [eos (n +1) v9 -isın (an +1)9| dW \g (I) eos (n -1)9 + isın(n H-Dolda; 
5 ı 
os folgt daraus, daß alle Fourier-Koeftizienten von f(#) und 4 (9), mit eventueller Aus- 
nahme des ersten, einander gleich sind; infolgedessen ist die Differenz f - y konstant. 
Der Beweis des Satzes 1° ıst ganz analog. Man muß nur die Integrale nach positiven 
Potenzen von £ entwickeln und erhält dann, daß alle Fourier-Koeffizienten von f und 4 


/ 
einander gleich sind. 
2". Aus 1° (bzw. I"’a) folgt unmittelbar, daß wenn vier stetige reelle Funktionen f, (#), 


(DD, y,(9), 9, (9) beide Bedingungen 


| hrif, | a 2 | I Zr | I ra 
N n > - GO .) 2 : = (GO, r > a 2 3. & ri x ‘6 
„Tre, 0 \ = .’Tt, Ö C satt) © E. znı, [f) “ 
erfüllen, wobei Z ein willkürlicher Punkt innerhalb (bzw. außerhalb) y ist, f, 
(bzw. f, =, + Konst., fr 9: + Konst.) ist. 

3°. Ist f(Ö) eine innerhalb y holomorphe Funktion mit Ausnahme des Punktes © 0, 
wobei sie einen Pol mit dem Hauptteile a, SZ" "+a,Z °+...+a,Z " besitzen kann, so wird, 
wenn Z einen Punkt innerhalb y bedeutet, 


9 hp; 


| "f(o)do 7 dl, dl, 
; | ft) - = 


[9 2 ne 


. be) u E 


an [ 

I". Ist f(&) ene außerhalb y holomorphe Funktion, die nur bei Ö© x einen Pol 
mit dem Hauptteil’) a,+a, 0 +...+a,{”" haben kann, so wird, wenn 
innerhalb y bedeutet: 


- emen Punkt 


I er ! - 
— uch. ae, 


anmnt, 


| darit 


co 


- 


ro 


Ist f(O) außerhalb y holomorph, mit Ausnahme des Punktes Z =, wobei sie 
einen Pol mit dem Hauptteil a, + a,Ö =...-+ a," haben kann, so wird, wenn Z einen Punkt 
außerhalb y bedeutet: 


u . Fern 


a R a 
= Ic) +a,t+ra,Cc+...+ua,[”. 


o Z 
6°. Ist f(O) innerhalb y holomorph, mit Ausnahme des Punktes ©=0, wobei sie 
einen Pol mit dem Hauptteil a, Z"'"+a,Z ?-+,..+a,Z " haben kann, so wird, wenn £ 
außerhalb y Ist: 
| [ f(o) do da, de, di, 
nt. E 


‘ 


O = E [ [# 


Da der Beweis der Sätze 3°" -—- 6° ganz analog und durchaus elementar verläuft, so be- 
nügen wir uns mit dem Beweise des Satzes 5°. Die Funktion f, I) fÜO) a 


Ze ..; Erz l h, 
a„<” ıst außerhalb > holomorph und hat bei £ x die Form: 2 + ., +... . Sehlägt 


- - 


RR 


man um 09 einen Kreis /" mit großem Radius R und wendet den Cauchvschen Lehrsatz 
auf den kreisringförmigen Bereich zwischen y und /" an, so erhält man: 


| ee In. fh @ds 


I ri j Yrai 


2 ar .defl)- u —... uf, 


ie ii 


Oo 


- 


vobei y* die im negativen Sinne durchlaufene Kreislinie » bedeutet'’). Es ist anderseits 


17, Wir schließen das konstante Glied in den Hauptteil ein. 
In 
) 


Ks sei daran erinnert, daß bei Anwendung des Cauchvyschen Satzes der Rand so durehlaufen 
ıb, daß der zu betrachtende Bereich links bleibt, 


werden 


In* 
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klar, daß das länes 7" genommene Integral bei wachsendem AR zu O0 strebt. Bemerkt man 
ferner, daß 

| "f,(o)do | "f,(o)do l "f(o)do | iu 
| | | I | do 
7» F ti, ( 


o Ü IHti ni, m Ü 23 


ist und daß das letzte Integral verschwindet (da der Integrand innerhalb y holomorph ist), 
so Ist unser Satz bewiesen. 


II. Die erste Randwertaufgabe. 
6. Lösungsmethode der !. Randwertaufgabe. Unter der ersten Randwertaufgabe 
der Elastizitätstheorie verstehen wir das Problem der Bestimmung des Spannungszustandes, 
wenn die auf den Rand E wirkenden äußeren Spannungen vorgegeben sind, d.h. 


F(), n=Fkls) auf d) : .» > 2 2 2 2 02020 9), 


wobei F',(s) und F,(s) vorgegebenen Funktionen des Bogens s der Randkurve & sind. 

Im Falle, daß Z endlieh ist, wird natürlich vorausgesetzt, daß der resultierende Vektor 
und das resultierende Moment der vorgegebenen äußeren Spannungen Null sind. Ist Z unend- 
lieh. so werden diese Bedingeungzen überflüssige. Man muß aber in diesem Falle die im Un- 
endlichen wirkenden (konstanten) Spannungen als vorgegeben denken, d.h. voraussetzen, daß 
die Konstanten o,. 6, und a oder, was dasselbe bedeutet, die Konstanten B, B’, 0’, vor- 


"x 1 


vereben sind. 

Es läßt sich zeigen, daß unter gewissen allgemeinen Stetigkeitsbedingungen bezüglich 
des Randes E und der Funktionen F, und F,, dieses Problem eine (einzige) Lösung besitzt '”). 
Willman, im Falle des unendlichen £, daß die Verschiebungen auch im Unendlichen beschränkt 
bleiben, so muß man voraussetzen, daß B=- C!=B’—= ("X Y--0 ist (vel. das Ende der Ziff. 3). 

Die Formel (9) zeigt, daß die Randbedingungen (29) durch die folgende ersetzt werden 


können: j 


hi I\(FR +irF)ds+Konst=fi(s) H-ifls) . >» 2 2 020...080), 


wobei die Konstante und auch s, willkürlich zu fixieren sind; f, und f, werden dann gegebene 
Funktionen von s. Nach den Formeln (8) kann die vorige Randbedingung in einer der folgenden 
"ormen geschrieben werden: 


od) +z9, )+YV def tif, Pdd+tzry, )+yY(ld)=fi tif, (auf). . BU. 


1 3 
Diese beiden Formeln sind völlig gleichwertig, es ist aber zweckmäßig, beide zu schreiben, 
wie es weiter unten klar wird. 
Führt man nun die komplexe Veränderliehe Z dureh die Gleiehung 2 ot) ein (Ziff. 4), 
so nehmen die vorigen Bedingungen die Form an: 


«dio ER «(6) 


7 (Io) - - W IH) — y'(0) f; 1 Fe; q (6) 


«) \6 


'-vl(o " f. (auf » >) 
RN ()=f, — tif, (aufy) . (32), 


wobei, wie früher, 4 (I) = 4, tot), yo y, to (c) gesetzt ist, y den Einheitskreis bedeutet 
und o=e’” der laufende Punkt auf y ist. Weiter sind jetzt f, und f, als vorgegebene Funk- 
tionen von 9 zu betrachten, welche den Werten von f,(s) und f, (s) in entsprechenden Punkten 
von & gleich sind. 

Die Bedingungen (32) können noch weiter transformiert werden. Zunächst kann man 
die erste Gl. (32) mit einem Faktor p, und die zweite mit dem konjugierten Faktor p multi- 
plizieren. Wir können z. B. für p ein Polynom p (6) nehmen, das auf y nicht verschwindet. 

do wi 
Weiter kann man die beiden Seiten von (32) mit a, multiplizieren und längs y inte- 


erieren: dabei bedeutet [ einen inneren oder äußeren Punkt in bezug auf y, je nachdem die 
Abbildune auf dem Innenraum oder Außenraum des Einheitskreises zeschieht. Man erhält 
schließlieh : 


| Pe (o)\do | frow@r (oee N jeiavielee | R t Uf, ] 
2 = do 
! 


ni, ER, Iti, o (lo —L) ni, —t Ini,. 


| frar@de | | IE | den | fr uf, ” 
, 0 I ai. 6 = 


ni, a—f ri, o(6)(6 - L) ent, o 


1%) Vgl. „Recherches*, 12. 
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Die beiden letzten Gleichungen sind, auf Grund der Ziff. 5, 2" völlige gleichwertig mit 
Ion Auseangsbedingungen (32) im Falle der Abbildung auf dem Innenraum von y und wenn, 
‘olelieh. £ ein innerer Punkt ist. Im Falle der Abbildung auf dem Außenraum, wird aus 
>») und (34) nur folgen, daß die Gl. (32) bis auf eine Konstante erfüllt sind, was für unseren 
/week durchaus genügt. 

Die Integralgleichungen (33), (34) führen, im allgemeinen Falle, auf ein System von 
Inteeralgleichungen Fredholmschen Typus und geben eine vollständige (theoretische) 
|,ösung der aufgestellten Aufgabe®"). Aber in einigen wichtigen Sonderfällen ergibt sich die 
|,ösung in einer elementaren und praktisch durchaus brauchbaren Form. Das geschieht 
nämlich immer, wenn »(£) eine rationale Funktion ist. Wir werden das zu- 
nächst an einigen typischen Beispielen zeigen. 


7. Vorbemerkungen. Ist Z endlich, so sollen, wie schon erwähnt, der resultierende 
Vektor und das resultierende Moment der äußeren Spannungen Null sein. 

Die erste Bedingung besagt einfach, auf Grund der Formel (10), daß die Funktionen 
/.(s) und f, (s) bei vollständigem Umlauf Jängs E zu ihren ursprünglichen Werten zurückkehren 
müssen, d. h. f, und f, sollen auf E eindeutig sein. Die zweite Bedingung besagt: 
V—=\(r FF, yF)ds. Man hat aber: Fa ds=dfs, F,ds df,, und nach einer teilweisen Inte- 


oration nimmt diese Bedingung die Form an: 
WWcerkided . .: are. 
() 


Im Falle eines endlichen Z werden wir immer die Abbildung auf dem Innenraum ‚von 
benützen und annehmen, daß © (0) =-0 ist, was augenscheinlich die Allgemeinheit nicht be- 
schränkt. Dann werden (Ziffer 3) die Funktionen 4 (£) und (I) innerhalb y holomorph und 
man kann (Ziffer 2) von vornherein 9(0)==0 annehmen, was eine passende Wahl der will- 


kürlichen Konstanten a und 5 bedeutet. Durch eine passende Wahl der Konstanten € 

NO Fr de : 4’ (0) i 

/lfer 2) kann man auch den imaginären Teil von 4, (0) Au Null machen. Dem- 
(ı) 


zemäß wird im Falle des endlichen Z immer angenommen °'): 


| 4 (0) 


«WO. N r 
! tr oo (V) 


VOM Rkeeller Teil). . . 2 202..2.66). 


Im Falle des unendlichen Z werden wir die Abbildung auf dem Außenraum von y be- 
nutzen. Die Beschaffenheit der Funktionen 4 (£) und (£) wird dann dureh die Formel (25) 
(/ılfer 4) angereben. Wir werden annehmen (was immer gestattet ıst),. daß 


BD rue ee TR 


Es sei noch folgendes bemerkt: Ist f(£) eine Funktion, welche holomorph innerhalb 


(und stetig auf y) ist, so wird man haben: f() = a,+ta, Sta,” +.... (innerhalb y). Die 

| | as fi | A 

“unktion f\ - wird außerhalb y dureh die Gleichung f 2 da, td, - -bä, -+...de- 

. Ze Er en ne A 

finiert. Da auf yo =et' ist, so werden die Rhandwerte von f (9 und / | -) einander 
oO 


- 


. ne | {1I\ . 
vleich: diese Randwerte werden durch / (6) und r| - bezeichnet, so daß [o)=/\ wird. 
OÖ [8] 
Insbesondere wird nach Ziffer 5, #°: 


| [} ih .) 2 \ f\ ö is „=, = (0) re 5 9 


YImi Ö 


- 


wobei Z einen Punkt innerhalb y bedeutet. 


1 


Ist f(Ö) außerhalb Y holomorph, so wird fü) A, Pic + d,L 1, ,, (außerhalb y), 


(A ! u (A - 
und es wird daher r| = = A, +4,02 +4,” holomorph innerhalb y und fl \=f(0). 


- OÖ) 


20, Siehe „Recherehes“* oder Comptes Rendus, Paris, 192, 1931, S.S. 77 und 221. 
1, Nach der Fixierung der Konstanten in (30) ist es nieht mehr gestattet, «* und >" (Ziffer 2), d.h. 17 (0), will 
h zu fixieren. 
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8. Die Lösung der ersten Randwertaufgabe für eine Kreisscheibe. Dieser Fall wurde viel- 
fach nach versehiedenen Methoden betrachtet’). Wir können ihn aber nicht beiseite lassen. 
da er sehr wichtig und tvpisech ist. Auch wird eine Vergleichung mit anderen Methoden er- 
leiehtert. Ist R der Radius der Scheibe, so kann man annehmen: zo (£&) = R£L. 


Die Randberdineuneen (32) nehmen die Form an: 


( (o)-+oy'(o tr y'(0) fi -if,, 4 (0 Hog'(6) ry(60) £ f., 


oder, wenn man oe *" dureh ersetzt: 


Ö 


(1 | ein | zer ag 
top | I)+Yl_ I h+tif, Fl,| g()rylo)=fi-th :» » . . (88), 


[2 co ‘() #7 


(2) und (2) sind holomorph innerhalb y. Es ser”) 


f 





De actm, tip)” +... vi)=a+tip +(a tip )Äö+... (innerhalb y). 
Dann wird: 
(1 Aa 2 — Ed, | a ; er 75; Pig | 
eo \ | - 1 yr| 7 ID + —4 A | :-a.c+2la Ih.) 
/ e Br newTT / s 4 | ” rn N z - > pas) = PP» 
(außerhalb y). 
Endlich wird 9°) innerhalb y holomorph, außer dem Punkte C=0, wobei sie einen Pol 
. e A, 
mit dem Hauptteil _ hat. 
a a | do 
Multipliziert man nun die Gl. (35) mit ,_.° . (wir nehmen p (0) 1) und integriert 
2 o—L 
längs y, so erhält man fast ohne Rkeehnung: 
lı (f,+if | a ı (fs -—if 
) .n N) n | v 2 1 I 2 BY 
g(.) Ad,_ IM ıD.) A ıD» - do a (CL) uvr(L) - = do 3). 
| ari\ oO -L ai L >ri\ o—/! \ 
In der Tat ıst: 
| (0) do | i z | do 
z x () (Cauehvsecher Lehrsatz): .\og’ = at+2% la. — ih.) 
5431 4 @ / ’ ) 3m:\ Fizis Ü 19; Ze 
| (Zifferd, 4°): 
| lIı do En rs l _/1\ do .. 
\yrl ed) ap KZal. 5, 4" oder Formel (3%): Nr 90) 0: 
2,0 — [ 2 ' ai \rlo)o a I\ 
| z do [7 | "ur(o do 
2 ’ - 1 ry. . - wi / 
| 4'(60) = LE . (Ziffer 5, 53°); v(£) 
ai o—iL Ä 5; \ oO l 
Die Formeln (39) ergeben 
ww; BF, ’ 
/ (Id) ) \ | do we a .) [Zi ı D,) (4 Ip») 
Pe ı i) = 
(40). 
a; E} | 7 
vll) \M Fear = 16) 
Int Ö Ä “ \ 
Zur Bestimmung der Konstanten «a,. 2(a, iP,) ta’ ip’ machen wir zunächst Z 0 


ın der ersten Formel (40): wır erhalten: 


A a er 7. 2er ae 
Te AETe E AT. 7 3 ) 


2 ti a an 


2?) Wir erwähnen nur eine Lösung, die von G. Kolossoff und mir gegeben wurde, die derjenigen des Textes 
ahnlieh ist: sie gibt aber unmittelbar die Funktionen 7 (<) und 7 (<) (Annalen des Elektrotechnischen Instituts Peters 
re, NIl, 10915, Russisch) 
3, Vgl. die Formel (36) 
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Dann differenzieren wir dieselbe Formel und machen wieder Ö 0: wir erhalten: 
j | : . Een d [7 
q (0) A, Era? -tf,) Pr d,, 
iaraus ereibt sıch: 
(y sd ar BEERTER | 
[71 ar -ıJ.) — ( —-ı[.)e dı 
ehrt 
. U. . +42). 
7 IT r 
| hg ! ii 
ı„\(f,eos "+ f,sınd)ddH _\ f,sın d f, vos du) | 
N N 
Das Problem ıst also nur dann mörlıch, wenn 
\( f, sın d) + f, eos dd 0, oder (fd +f,dy) 0). 2. 02020.0..(49) 
ı) () 


ist. was von vornherein zu erwarten war (Ziffer 7, Formel (35)). 


Die vollständige Lösung unseres Problems ıst also durch die Formeln (40) geliefert, 
wobei statt 2(a, ip) t+a ip und a, ihre Werte (Al) und (42) einzutragen sind. Da man 
eine additive Konstante in 9 (£), ohne Anderung des Spannungszustandes, immer unterdrücken 
kann, so ist die Lösung auch in der Form darstellbar: 


. ı (fı tif Ch —iE Ey. .m 
4 (£) ni Sr do --a,L, u" (-) mi _® do 9 ai a Ih), 
wobeı 
Zr BR | ki. ni a - RR u 
(k; Bra | U ],) 0? Ba -tif,)e" do Bea I if.) do . . . . (49) 
“ u . 


ist, unter Voraussetzung der Bedinzung (49). 


Beispiel: Durch Einzelkräfte beanspruchte Kreisscheibe°'). Wir können 


immer A 1 annehmen, und dann wird einfach 2. Es seien die Punkte 0, nr, tim, 


BIN Me 0 Ey, en! (VO U ER | 9 >) des Randes Y dureh die 
Kinzelkräfte (X, Y,)» ==: (Ay. Y,) beansprucht, Dann wird f, +if, auf Jedem der Bogen 
0, 0; 09, 0,5544, 040, konstant sein und beı Übereang dureh die Punkte Ö] Sprünge erleiden: 
ın 5, nach Ziffer 1, Gl. (10a), wird der Sprung gleich (X, +2 Y7,). Wır können annehmen, 
dab fk, if, V auf 6,6, Ist. Dann werden die Werte von f, tif, wie folgt auf y gegeben: 





> 
Boeen: 0,6 ur Ö, RE OÖ Ö 


„ l 
tif: 0 EHEN)... KU HIY) +... iX, IY)+...+i(@Xn+iY,) 


I 





Damit bei Durehgang durch 6, der Ausdruck f, --if, seinen ursprünglichen Wert 0 auf 


„ [7 
0,6, annehme, muß sein: IX, 2Y, 0, was von vornherein klar war. 
k l [3 | 
Man hat ferner: 
u Er 2 r 
ı (fh, +if. | Al \N,-+tiY, 7 EC, (X, +iY)+ (A, +iY,) Ä 
1 \ —d Ö ) \ t r .\ ) low > - loo 
= 4%1 © Ü ara - am, un "SR, Ä un o In 
l „H 
(A,-+iY)+...+(%, ti.) o & Be u RR 
— - "Joe " 2 (das letzte Glied ist Null, da _ X, 2), Oist). 
aa en 


Nach augenscheinlichen Vereinfachungen erhält man ferner: 


| (f+if | 


Fe . do 5-1XL, +tiY,)logle, -D+..-+(&u+iY,)log (on -£), 
= IT 1 Oo & a 7 
4) Kine Lösung dieses Problems war von J. H. Michell (Proe. of the London Math. Soe., 37, 1901) gegeben. 


Unsere Lösung ist, wie wir glauben, viel einfacher. 
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und ganz analog: 


ni Oo - .) (A, iY,)log (o, Tu HA, iY,) log (eo, C)y- 


Is bleibt nur die Konstante «a, zu berechnen. Man kann dafür die Formel (45) an- 


wenden oder noch einfacher so verfahren: da a,  g’ (0) sein muß, so gibt die erste Formel (44), 


wenn man das Integral dureh den oben gefundenen Ausdruck ersetzt, nach £ differenziert 
und dann © O0 macht: 


H „ 
| IE DREH LI DO. 
-k, -) -) (Ar l Y7.) OR. 
- ’T DZ Ö] -_ /I Er 
l l h, | 


Damit das möglich sei, soll, da a, reell ist, der rechte Teil ebenfalls reell sein: also 
muß I (ar, Yo; Mr N, 0 sein, d. h. das resultierende Moment der äußeren Kräfte soll ver 
schwinden, was von vornherein klar war. 


Nun geben die Gl. (44) die vollständiee Lösung des Problems: 


„ „ 
| “u Ai 4 Rn . 
4 Äs) pr \ (X; +1 Y,.) log (6, C) \ (A, tiY,) or, 
eV N or. T EEBERGEEESS 
I, l h | 
„ [2 
| . | X,-+1ifY,) 0; 
ü s re: rn Ar), k)/®k 
u (d) en \ (X, ’Y,.) log (67 G) : \ > ’ 
IT un p = Ö]; e 
IR 1 I l 


Man bestätigt ohne Schwierigkeiten, daß die Spannungsfunktion U 


auf y stetig ist. 
Damit wird gezeiet, daß keine Einzelmomente vorhanden sind. 


Die Berechnung der Spannungen und Verschiebungen geschieht durchaus auf elemen- 
tarem Wege nach der Formel (3) und (4). Ein Beispiel analoger Berechnung wird unten an- 
eeführt. Im Falle » 2 sind die Spannungen von J. H. Michell (a. a. ©.) 


berechnet 
worden’). 


Ks ist auch sehr leicht. die Lösune für den Fall zu finden, daß die Einzelkräfte nicht 
nur am Rande. sondern aueh ın inneren Punkten wırken. Dann muß man nur die 
Funktionen 4 (£) und y' (£) mit geeigneten Singularitäten versehen. 


9, Lösung der ersten Randwertaufgabe für den Außenraum einer Ellipse und für die 
geschlitzte Vollebene. Nimmt man 


old)=RlIL- mn . 2.20.0646), d.h. .r R|o+ — |cos I. R|o „)sin ”» .. (4). 
wobei R und m I positive Konstanten sind, so erhält man die Abbildung des Außenraumes 
der Ellipse, deren parametrische Gleichungen .r  Ril + m)cosd, „= R(l- m)sind sind, 
auf den Außenraum [ | des Einheitskreises; die Halbachsen der Ellipse sind Rd + m) 
und All m). Ist w=1, so haben wir eine geschlitzte Vollebene vor uns. 

Die Randbedineuneen (32). wenn man überall o durch 5 ' ersetzt, nehmen die Gestalt an: 


I om I\ | I-+ mo? 


q \0)T | y | e r „| 3 # ! fe; ;| . 6 5 ‘/ (o)r y'(0) ? fs (49). 
) mo 


cd cd cd Ö ‚u 


\ehmen wir zunächst an. daß ın der Formel (28) RB B’ ER N Y- 0 ıst (es wird 
immer € 0 eenommen). 


Dann werden 4 (I) g" (I) und (2) y" (X) außerhalb > holomorph, und zwar (vgl. die 
Formel (36a): 


9 en u; n _ f Se (dd Ta ’ F : 
yo) Zn ie v()=a+tiß+ ' "+... (außerhalb y). 
\ ‚\i+mö ,. i 
Infolgedessen wird [I 4’) ebenfalls holomorph außerhalb y und verschwindet 

6” ui 

ih Br | PM f/E\, 

bei £ x: dagegen werden gl |. Y( =} und — om 7'\ =) innerhalb y holomorph. 
\ 6 @ (u NL” Ä 


\ıf einem anderen Wege sind die Spannungen und Verschiebungen 
(. Kolossoff publizierten Arbeit berechnet. 


in der oben zitierten, gemeinsam mit 











Ingew, 
Mech. 





) an- 
(44), 
Izlert 


also 


ver 


Ist. 


men- 
ı an- 
hnet 


iIcht 
die 


ImMes 
ind, 
m) 

an: 
(45). 


wird 


‚ die 


ıdet 


ı mit 
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i | do ni: " 
Multipliziert man die Gl. (45) mit ; -,„ wobei Z außerhalb y ıst und integriert 
änı 0 


längs y, so ergibt sich 


=. MEERE ItmE | a 
pics) >, \ mi £ do, or .- oO (6) v()trarıp ni je £ do: 
in der Tat: 
I \g(o)deo ErEBiRä Tiania I7’10o’+-m _/I1\ do | | do 
2n ;\ o—{i. PENERN,D), an ;\ ol mo’! | 0 RR CE Zmaı \ 4 | O pr Ä 
| 5 I\i do  1+mo do ‚i1+ml But, 
.— V(ZUME.5,6° IT er (0 z 5 ya (Ziffer 3.9") 
2:10 6 > C (Ai. 5,6°), 374) 0 m | ( 0 L >’aR_m! vn 


. I lUv(o)do 
und endlich „_.\ \ : 


v(d)+ a + ip (Ziffer 5,5°). 
ao JItm [9) EL 
Da die Konstante a’ + ip’ unterdrückt werden kann, so erhält man die endgültigen 
äußerst einfachen Formeln °®): 
I \f if, ‚"i+m{ö , 


I If, +if: a 
7 A-) .) Wiiuull 7 7 y(<) "do 55 Dh =: wa (I). 


ri) o—{ an) o—i "——m 


Sind die Konstanten X. Y. B. B’., €’ mieht Null. so hat man nach Formel (28) 


X+iY . . . ann. #(X-iY) 
log +4 (I). v()=(B -+iC) RöH Inkci 


- I u 


vor + y" (I) (50), 


vo(d=BRS | 
zu 2a(z-+N1) 


wobeı B, B’ und € durch Formel (17) zezreben sind und, nach Formel (10), 
X-+i} 2 PU a2 > VE ee Er | 


ist, wobei f, tif, , den Zuwachs von fin + if, bedeutet, wenn man die Ellipse & bzw. die 
Kreislinie y, ausgehend aus einem Punkt .1 beschreibt und nach I zurückkehrt (die Um- 
kreisung soll in dem Drehungssinne des Uhrzeigers zeschehen). 


Die Funktionen 4" (£) und y" (£) werden dureh die Formel (49) gezeben, wobei aber 
y() und y(£) dureh 4° (OD) und y" (£) zu ersetzen sind und, nach der Formel (48), statt f, + if, 
der Ausdruck 
Ä a Di om (BP -iC)R, X-iY X—-iY ®-+m 
j, tif =fı ti, -BR e . \ + loao+ Er | 2 
2 2 \ +1) 1 no" 


we 
I “ +)_) 
oll - mo?)] o In nix 


gesetzt werden muß. 


Der Fall des kreisförmigen Loches ist ein Sonderfall des oben betrachteten, der 
dureh m =0 charakterisiert ist. 


Macht man m = 1, so erhält man die Lösung für die gzeschlitzte Vollebene. Rückt 
man ein oder beide Enden des Sehlitzes ins Unendliche, so ergibt sich die Lösung für die 
bene, die längs einer Halbgeraden geschlitzt ist, bzw. für die geradlinig be- 
srenzte Halbebene. Für diesen letzten Fall ist die Lösung von G. Kolossoff (a. a. 0.) 
zegeben und kürzlich auf einem anderen Wege von M. Sadowskv (diese Ztsehr. Bd. 10, 1930, 
S. 77) wiedergefunden. 


Beispiele. 1°. Zug einer Platte mit einem elliptischen Loch. Es sei der 


>, " E 2 4 y 4 rY . r . 

and des Loches spannungsfrei und die Platte im Unendliehen dem Zug p unterworfen, 
nr . r. . . . R ‚ _ 
essen Richtung den Winkel a mit der O.--Achse bildet. Dann wird X Y’ 0 und nach (17) 


p r m pP A ER 


\wobei o, pP, 6, zu setzen ist), muß B 


vsenommen werden. 


26), Gleichwertige und aueh sehr einfache Formeln wurden 


nr ’ von mir sehon im Anfsatze „Sur lVintegration 
'» Kequation biharmonique‘“ (a. a. ©.) gegeben. Dort 


wird nur die Abbildung auf den Innenraum von y angewendet. 
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Ks wırd also, nach (4): 


. j | di | 67," B | 2 Ay if, . l | m E* a. “ 
4 As) ) 5 —_ do, u’ (_ , - . do Ar Yi eK, 
a aa Ö C u 1. Ö C E m 
wobeı 
ie pr; tm ' »p I e:! he pRf1 1-++mo° pRe:itao 
f - if; (0 2 j e.;> . ? 0]r Be m ) . 
| ol mo”) 20 | G o m 2 


>, 


\Wır bemerken. daß _ m 
(1 m ._” 


- 


tm . 
‚ holomorph innerhalb y ıst, außer dem Punkte { 


1+mö 


wo sie den Pol mit dem Hauptteil mÖZ ' hat: die Funktion £ ., ist außerhalb y holo- 
G” [IL 


wo Ihr Hauptteil m ıst. 


morph, außer dem Punkt £ wi 
Alsdann wird 
I lodo A I do | | \ oe" + m do m 
ni \o-L  Zni)\olo—i) GC’ 2ni)oll mo’) 0-—L C 
Iı 1+-mo’ do "1+mö (I-—+-ım")[ 
) r \ oO - r = “ SZ - ML r 
una j Oo” In oO ( BD“ m [” m 


und «die vorıeen Formeln zeben: 


my I p PR ei: p R(2e:! 2) p I p Ril-+-m’){ I+-mÖ u 
go) —— . s ‚.yr(c) - = > a Äc) 
ö I. al rl Ya Il” m) 2 — m! 
und endlich, nach (50) 

pR/., 2e:! II p KR meet (1 + m?)(er' m). a 
gi) | . I; pic) > le -tut 4 - i . IP). 

) l 2 m _ m(_ nt) 

Die gestellte Aufgabe ist gelöst”). Die Spannungs- und Verschiebungskomponenten bi 
rechnen sıch auf ganz elementare Weise nach der Formel (24) bzw. (22). 
+7,49 berechnen. Nach 


Wir wollen nur «die Summe der Hauptspannungen, d.h. 700 
IM D(L), wobei, nach den vorherzehenden Formeln. 


der ersten Formel 24) wird ao + Ty9 


14’) + m— Leit: (o?ei? + m — 2e?i«) (o’e-?19 — m) 
| Di.) ; 2 pP u yp 2375 = an 
v() m (oreX! m) (o’e-:19 — m) 


Der reelle Teil des Zählers 


Ist. Der Nenner ist reell und eleich 0° - 2 m o° cos?) —- ım?, 
Ist I’ lo' nu” 20°" cos (N a) --2?mcecos2a| Es wird also: 
o'  20’cvos() a) m’+2mecos2a 
Too T T ’ ’ ’ 157 f f “ . 
i nr ! o' 4 IL ocos2ı ru 


Am Rande, d.h. bei o 1, ıst 70. Null, und diese Formel ergibt die Randwerte von ryy: 

| m’ +-Ymecos2a 
T ‘ ’ ( o 
UV ! | 2 mecos?!d-- m’ 


Pöschl überein (a. a. 0.) wenn man dort 


2eos(V Aa) 


Diese Formel stimmt mit derjenigen von T. 
einen Druckfehler beseitigt und unsere Bezeichnungen einführt. 
> ‘4 4 } . . 
Ba, HH ( 0) erhält man auf 


-_ 
— 


Im Falle eines allseitigen Zuges 4lo, 0,1, 
dieselbe Weise, oder dureh Überlagerung von zwei Zügen q in den Riehtungen a und a —+ ,: 


li. m j qR(l+m?){ 
‘ # “ R ui. er er : eo . ; did). 
ro) | (-) Be (53a) 
Kllıptisches Loch, dessen Rand einem gleichmäßigen normalen Druck 

’ «den Wert des Druckes bezeichnet: 


.). 


unterworfen ıst’‘) In diesem Falle wird, wenn 
P’eos(r,.), F(s) 7, P’eos(r,y). (F) + iF,) ds P’idy ide) Pidz. | 
(Math. Ztschr., 11, 1921], 


denjenigen von Th. Posehl 
S, zu, 


7), Man vereleieche die angeführte Lösungesmethode mit 
Bd. Il, 1031, S. SS--02). Vel. auch meine Lösung in Math. Ztschr. 26, 1927, 


Popp] (diese Ztsehr. A 


Spannungen 


eleich 0 vorausgesetzt, 


Unendliehen sind die 











rew, 
ech. 





D, 


10lo- 


(3). 


\ach 
reln. 


ılers 


Ty0- 


«dort 


rauf 


93a). 
uck 
Inet: 
id: 


192], 


Ss, zum, 
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"s wird also, unter Weglassung der willkürlichen Konstanten: 


f, tif, =1t (er, +1: F,)ds Pz PR\o-+ Bu \und fi if, P’R | mo 


Ö Ö 
\lit diesen Werten geben die Formeln (49), fast ohne Rechnung, 


PR 2 PR PRm 1l+mÜ 
. yes) - ' 


( ä s 2 = 
/ (-) a % Ä E» m 

und die Aufgabe ist gelöst. Wir wollen die Spannungen und Verschiebungen für den Fall 
»» 1 berechnen, d.h. den Fall eines geradlinigen Schlitzes (Abb. 2). Die Formeln (22 
nd (24) geben nach elementaren Rechnungen: 














I Pre-yer» p P(o 1 +20”+0o'  40”cos2v) 
1} - _ - - - 
n o f 3 19, | f , 
rec (0? 20° cos29—+-1) vv (o' 2 0’cos29 + 1) 
2Porll o’y sın 20) 
To, ” = . ’ f 1 rs 
-v (o' u" vos 2) 1 1)° 
PR (l\+z)0’cos2V +1 X 20° ’Ro (x I)sın ? u) 
2uo jo’ 20’cos2J7 +1 u 3 u Vo’ —-2op’cos2v—I1 
’ 
Mr M 
Ly 
2; 05 7, 
p 
AN 
EEEEELEEEEEN 
en snunesnearun 
BERBEEuREEnE 
[Razwe72] p RA2«623) N w' 
Abb. >. Abh. 3. 


>". Elliptisches Loch, dessen Rand einer gleichmäßigen Schubspannung 
unterworfen ist’"). In diesem Falle wird (F,\-+iF)ds Tide t+idy) Tdz und 


h ti =1 TR(o —). Man erhält wie oben: 


TR mi j IRi IRmı l+-mQ 
Pi vric) = iu 6 i } 
J - » 


- -_ De 


ic) 
/ e IL 

I". Elliptisches Loch (bzw. geradliniger Schlitz), dessen Randstück 
einem gleichmäßigen Druck unterworfen ist’). Nehmen wir nun an, daß nur 
ein Stück z, M z, des Randes einem konstanten Druck P unterworfen ıst (Abb. 3). 


Wir haben ın diesem Falle (vgl. Beispiel 2°) 


; .. di > I 
fı tif: P3 PRlo+_ | (aufz, Mz,) und fi if, P2. (auf2,N2,). 
Die Funktion fi + if, wird also, bei Rückkehr nach z,. den Zuwachs P(2,—2,) 
’’(z,  2,) bekommen; dabei bedeuten z, und z, den Anfangs- bzw. den Endpunkt des be- 
lasteten Bogens bei Fortschreiten in dem auf Abb. 5 angzerebenen Sinne. 
Nach (52) haben wir 
Ei 25 F  V _L yi- I)’ nu nl 18 
f" tif." f, tif. A 5 4 logo + E . Fe 2 f, +tf, En Ro t ag er, al 
i . EL, 2r(zHl) I mo’ x ri | 2artzal) I mo 
da nach (51) X+i Y=iP(z, —z,) ist°®). In dieser Formel soll der Zweie von log 6 so ge- 


wählt werden, daß er auf y überall, außer o,, stetig sei (os, und 6, bezeiehnen die Punkte 
von y, welehe den Punkten z, und z, entsprechen). Bei Umkreisung längs y wird log o um 
27 vermehrt, und deshalb wird o, kein Unstetigkeitspunkt der Funktion f" +if,". Dem- 
‚ufolge wird in z, keine Einzelkraft erscheinen. 


-®», Im Unendlichen sind die Spannungen gleich 0 vorausgesetzt. 
30, Man beachte, daß der in der Formel (1) gemeinte Fortschreitungssinn der Sinn der Uhrzeigerdrehung ist. 
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Man hat nun 4° (S) und y" (£) nach der Formel (4b) zu bestimmen (wobei f,". fs". y*®, yı" 
statt fi. fi. g. y zu setzen sind). Es wırd 
"2 vo 
un | f, +if, PR m\ do Pz,( do 
plc) £ .\ —_do : .\lo + #Z \ = 
ar, 0 C sam, 0’/o Ü anıı)o 3 
j or 
\ P(z,-z2,) I \ logodo Pl2,—2,) 1 \ (+m) do 
anni Zni) 0o—L| 2ri(l+z) 2: )(l- mo) (6 - S 
Ks ıst aber: 
m\ do m G, m 0,—L 
\ Io OÖ, Ö, = lo r (: aka => low z e% .. 
o'’60 ( * @ OÖ Ö 
. 1 > 1 = 
l 
f oO . i { f . ® ‘ ( > 
Statt log kann man hier 7(9,  #,) schreiben, wobei #9, und 9, die Argumente von 
Ö,„ . y 
o, und o, sind. Ferner 
s, 
do 7 l I \ (6 +-m)do u 
\ =) -—, 31 ; „ -V (nach Ziffer 5,6"). 
a—L 0, —L' Zni)(l—mo’)(o —;) 


| lorodo . De op 
ls bleibt nur ;\ - J(£) zu bereehnen. Man verfährt am einfachsten so: 
u IT Ö Ü 
. . 2 A ” 
d.J | lorodo | | I |loeo| | do | | 
; \ ee ‚\logod F I ) \ = = Br. 
di 2Znı)(lo —{) anni) ° o—lL ani|ao—l| Znt)olo —L) u —L h 
v 
da, nach Ziffer 5, 6°, das letzte Integral gleich Sast. Es wird also: J (OÖ) = log(o, 





lozZ -Konst. Man erhält demzemäß, unter Weglassung einer addıtiven Konstanten 
F m Fe m | | m | 
iz | — Joe -\RIE 2 2.!log (06, — &) IRI£ 2,\log(o,-2)-(z, see 
>ail L 0, | £ >| : | in | 2 
' m m. 
wobeı 2; R\o, \ und ER I(o, m sind. 
\ O,/ n ® OÖ, 
In ganz ähnlicher Weise berechnet man .y" (Ö), und es ergibt sich nach einigen elemen- 
taren Vereinfachungen: 
r nDR, 0,.| m | | m | „ »l2,-2,) 
‘ (-) >) | - log PIC 3 ©, log (6, ) IRIE t = :, logo, Ü) log &\ 
ant \ 06, | a | a | xt J 
P’( Ri+m?) , G, 2 h b: 
vric 5 nu C log — +2, log (o, GC) log (0, GC) (4). 
>ail —m o, 
2, — 2, | ‚i1+mö? (@d,-2)(1+ m) 
log { R(o,— 0o,) — - — 
»t-1  @—m (« +-1)(® —m) J 
Eger Ös R e 5 
Ist dder ganze Rand belastet, so wirdz,  2,.0, = 0,,.l0g 2 ai und man erhält wieder 
2 Pr Ö 
1 
den Fall 2" 
läßt man anderseits 2, gezen 2, streben, so, daß der belastete Bogen gegen 0 strebt 
und gleichzeitig /’ unbegrenzt wachsen, so daß lım 2’ 2, 2, F endlich bleibt, so ergibt sich 
die Lösung für den Fall einer einzelnen Normalkraft F. Es ist aber leicht, diesen 


Fall auch den Fall eanz 


wie 


wıllkürlicher 


Kinzelkräfte unmittelbar zu behandeln. 


Die Rechnungen und Ergebnisse sind kaum komplizierter als im Falle der Kreisscheibe. 


10. Elementare Lösung für einige andere Bereiche. 
In 
Die alleemeine Behandlung dieser Fälle ist in meinen früheren oben 


aneeführte Methode eine Lösung 


rationale Funktion Ist. 


Wie sehon gesagt, liefert die oben 


elementarer Form in allen Fällen, wenn &({) eine 


zitierten Arbeiten wzereben und ist auch im Referate von I. Malkin®') zu finden. Es seı 
31) Diese Ztsehr. Bd. 10, 1930, 8.8. 191-193. Es sei nur bemerkt, daß im Falle des unendlichen Z es vorteil 
\ \ : 
hafter ist, die Bedingungen e* f 2% af "| 1, SU "| \ta. a. 0. 8. 101) dureh die Forderung zu ersetzen, 
DA r! 8, \7 r? 


\/ Ö 
und 
sy 


dab 
Nr 


im Unendliechen beschränkt bleiben. Dann sollman nur die Bedingung U (0) 


V(a.a2.0., 8.193) wegrlassen, 











gew. 
lech. 





von 


IEN- 


IH). 


der 


ebt 
ich 
sen 
|n. 
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'ier nur auf einige Sonderfälle hingewiesen. Der Ansatz o (D=b("+ad) (ZI = 1, n-ganze 
Zahl I, an) führt zu dem Innenraum einer Epitrochoide; der Ansatz: o&(I)= 


| | ! 
(ce +ac")(E>1, n-ganze Zahl >0,0<a: 7 führt zu dem Außenraum einer Hypotrochoide; 


der Ansatz: & (Ü)= 5 (2 1,a»> 1) gibt den Innenraum einer Boothschen Lemnis- 


:ate. Dieser Bereich bietet ein Interesse, weil, wenn a nahe zu f ist, er sieh wenig vom 
Bereiche unterscheidet, der aus zwei sich berührenden Kreisen besteht. Endlich 
erejbt sieh eine elementare Lösung für eine länes einem Kreisbogen geschlitzte 
Vollebene (dieser Bereich ist durch eine Inversion aus einer geradlinig gesehlitzten Ebene 
erhaltbar). 


III. Die zweite Randwertaufgabe. 


11. Lösungsmethode der Il. Randwertaufgabe. Unter der zweiten Randwertauf- 
rabe verstehen wir das Problem der Bestimmung des Spannungszustandes bei vorgegebenen 
Werten der Verschiebungen am Rande. In diesem Falle haben die Randbedingungen 
die Form: 


—=g,(8), v=g,.(8) lauf) . . 2 2 a 2 m a nn nen + (58), 


wobei 9, (8) und 9, (8) vorgegebene Funktionen von s sind. 

Ist 5 unendlich, so wird vorausgesetzt, daß die Größen X, Y,B,C,Db’,0' 
(7. 3, Gl. 14) auch vorgegeben sind. Im allgemeinen werden wir © 0 setzen, d.h. 
annehmen, daß der unendlich ferne Teil der elastischen Ebene nicht ee 

Ks läßt sich zeigen, daß unter gewissen Stetigkeitsbedingungen dieses Problem immer 
eine (einzige) Lösung hat”). 

Unter Anwendung der konformen Abbildung 2 »(D nehmen die Randbedinzungen 
auf Grund der Formel (3) die Gestalt an: 

»(o)_,,- ee 


y (6) yv(o)=-2uly, +1g,), oder xy (6) (Pl) yio)=zulg, igs)taufy) (6). 
oO 


x q (0) 
/ (0) ( 


Vergleicht man diese Gleichungen mit den Gl. (32), so sieht man, daß, vom Stand- 
punkte unserer Methode, die zweite Randwertaufeabe mit der ersten soviel wie identisch 
ist. Es wird also die oben angeführte Methode fast ohne irgendeine Anderung anwendbar. 

Wie in dem erwähnten Falle werden wir g(0)=0 bzw. 4"(x)- 0 annehmen, je 
nachdem & endlich”) oder unendlich ist. 


12. Lösung der zweiten Randwertaufgabe für die Kreisscheibe. Da das Lösungsverfahren 
eanz identisch mit demjenigen von Ziffer S für die erste Randwertaufgabe ist, so sei hier nur 
das Endresultat angeführt: 








2 ; 2 
.. -u \ Jı Fils PER 09 ‚ o 
zo(d \ —do+(a tB,)C+2(n,- ı9.)+a« ID, 
/ I \o £ + l ı) 2 IPs r l 
(7), 
AN ; : FE 
3 2u \g,—19, er a tip, 
u (Ö) —ı "do -@ (Ö) ö 
2ni) o—L G* r Ä 
wobei 
In 
| Bu ip 2u\ do 7 | ’ 19 
= (Q, tD, A ıa = rt -1?4,) \« riqyg,)au, 
2 Pa) 71 I ni, Y J: r N. I, J: 
1 
1 u Zuxr( do, 2u 
w ei, 27, \ 9 eg) 9 9.) 80 (09). 
gt In 
un a u ’ 
\y, Hig,)e !9dd+ \(y, iq,)e "dd 
’T e ar „T } = 
0 N) 
32) Vgl. „Recherches“, S 12. 
re ; 2 ' I y’Ww ne ” 
33) Hier können wir nicht wie bei der ersten Randwertaufgabe X. ur V annehmen, da die Konstante € in 
ir 


(2) nieht mehr zur Verfügung steht. 
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13. Lösung der zweiten Randwertaufgabe für den Außenraum einer Ellipse und für die 
Die Randbedingungen ın diesem Falle haben die Form (vel. Ziffer 9): 





geschlitzte Vollebene. 
| 0’ m | | | | ) ° 
+ 40 4 | 1,’ _ tt t(/,), 
/ ’) G | mo / NH ! 6 (Y, (; 
(9. 
| | > MO : j 
FR 6 «4 (6) (6) zuld ?(4.) 
/ Gi GH m / / j li I: 
beschränkt bleiben, 


Nehmen wir zunächst an. daß 


d.h. daß in den Formeln (28) X 


Dann erhält 


ni; \ 


man die Konstante a’ 


L,ätst 
Konstanten erfüllt. 


man. wie ın Ziffer 9: 


gran, v 


/ur Bestimmung 


die Versechiebuneen ım Unendliehen 
Y DB I} K; £r 0 ıst. 


9,19; ‚zz ge 
| Tr da q ip (60). 
a Jıtl, oO # 

i 9° unbestimmt, so werden die Randbedingungen nur bis 
der Konstante a’—+:5'" multiplizieren wir 


zu adedıtiven 
Ir | do . , 
die zweite Gl. (59) mit ,, und integrieren längs Es ergibt sich unmittelbar: 
a8 co 
. Inu f do uf" 
(4 ZU R, : 7, (f,) (Y, ! 4,) I) (61) 
uni. a T . . 
Y () 
une «die Aufeabe ıst gelöst (im Falle besehränkter Verschiebuneen). 
lm alleemeinen Falle verfahren wir wie ın Ziffer 9, Nämlich. wir setzen wie früher: 
X-LiY iX —iYV) 
(Ed) BRE loerd+torl&), vw()=(B’+iCh)RT-+ loe ty" (Ö) 30). 
In(z +1) >alk2 +1)" u a 
x) und 


holomorph sind (einschließlieh des Punktes £ 








wobei y (I) und y"(Ö) außerhalb 
(a) =—V, 
Dann werden g’(-) und y"() dureh die Formel (60) gegeben, wobei aber, wie es die 
Gl. (59) zeigen, > ru(g, + ig,) und Zug, iy,) bzw. durch 
vr | m Il o’+-m (B’-iC)R X—iY o0’+m 
Yuly" —+rg,) sug, r?t4s) hR|\zo ’ ,) ) \ 2; 
| ia o 1 mo G 2n(x +1) 1- mo 
(62) 
x | + m 0° X+iY 1+mo?’ 
-) 0 . 0 -) > » > 5 y’ .o“ gr 
ZHu1a, war 4 alle tt.) BH 0 - (b Lot Ro . er 
hi : Fi J: \o 0’ — m Ir +1) © IL 
zu ersetzen sind. Demzufolge erhält man (vel. Ziffer 9, Beispiel 1°) 
n 
2u 1 HT, Er 
o) —— } - +(Bm+B --iC) 
p 4 anı oO \ KL 
(653), 
(l+ m’). Ari) Emil; ui ’ y 
l; - . ur ( 6) ro, ıD, 
% in | anie+i)G m Ä m! 
wobei, nach (61) und (62) 
SB zn [ do 
a, tip, — I (9, —ig,) 
+ ui, 
2 u [ do m(X-+:iY) (4 
: (f Id. r (b4). 
nt, J: 9.) o 2a(z +1) 











Beispiele. 1°. Zug einer unendlichen Platte 
mit einem starren elliptischen Korne, Es seı 
eine unendliche Platte, die ein starres eingelötetes ellipti- 
sches Korn enthält, einem Zuge unterworfen, wie ın der 
Es wird angenommen, daß auf das 


Ziffer 9, Beispiel 1". 
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Korn außer den Spannungen des umgebenden Materials keine Kräfte wirken. Mit den Be- 
j a Ti 5 
/ur kann eine Translation und Drehung des Kornes bewirken. Da die Translation dureh 
sine Verschiebung der z-Ebene beseitigt werden kann, so werden wir annehmen, daß nur eine 
Drehung des Kornes Platz hat und bezeichnen mit & den vorläufig unbekannten (unendlich 
\leinen) Drehungeswinkel. Alsdann werden die Randwerte der Verschiebungen dureh die 


Fe . . \ . Jia - 
‚eiehnungen der Ziffer 9 (Beispiel 1") werden wır B e haben. Dei 


Kormeln gegeben: q, ey, 9,=er, d.h. es wird 
4 h un a 
4, T7t4s Er ie lo |. ‘, ı(f, tech | m 0) 
- [2] “ oO 
Da ferner 
| "rg; ce A ' m\ do (es Bm | "qy, iq ieh 
u 22 Er o- _ - . 5 - _ 
I ai. o Ü urttr, 0/6 Ü Ü A Ö Ü E 


’ 


und, nach (64), «, Bo 0 ist, so geben die Formeln (63) und (50) (woher X Y=0 zu 


setzen Ist): 


| 2 Bu 
(I) BRI+(2Zumei+-bm+b (") A 
“CL 
| ER ., 2ueBRi x. (dm?) m 
vO=(B+HiC)RE+"— BR (65). 
Ä Ä 5 ! 


I+müö R 
(2umei+-bm+b' il) 





[+ m zLÜ 


Es bleibt nur übrig, den Winkel e zu bestimmen mittels der Bedingung, daß das resultierende 
Moment M, der Randspannungen OÖ ist. Dieses Moment werden wir mit Hilfe der Formel (Il) 
berechnen. Da in unserem Falle 4 (&), y (S) und, folglich, 9, (2). y', (2) eindeutig sind, so wird 
dieses Moment M, = N y, (2) an Ks ist deshalb nötige, die mehrdeutigen Glieder der Funktion 
N, RNiy,@)dz N\y(ü)o’ (DdZ zu bestimmen. Die zweite Formel (65) zeigt, daß diese 
mehrdeutigen Glieder sind: 


g m” . % i Kir | 
Ni ; 2 us 11 logel im ni X log 2 
er „19 ee 
Man hat folglich ®’) 
m’ | 
M=4nneRi+ |) 2amRli+|O 2.2.0220. (66). 
“| X 


Da M, 0 sein muß, so ergibt sich 


m(l+-z2)(" pm(l+z)sin2a R 
—, i - (bu). 
zZu(m’+ x) kulm’ + x) 
Damit ist die Aufgabe gelöst. Im Falle eines kreisförmizen Kornes (m 0) wird die Drehung 
selbstverständlich Null. Im Falle eines gestreekten Kornes (d.h. beim U), ist & 3 sın da 
. [El 
ein experimentell sehr leicht prüfbares Ergebnis. 
\ . .,: r 4 ‚ ; ; a 
Im Falle eines allseitigen Zuges (B ,, DB 0’ 0) ergibt sich unmittelbar aus 


(69), da aueenscheinlich hier e 0 wird: 


eu Y R m 2 yR/z (I+- m’) I+-mÜ m 
hc - I U ... uvic = j— : — . = x (6. Aa). 
7\) Ö | ve) "\) 2 | C L* m Cm «L ac, 


Im Sonderfalle eines kreisförmigen Kornes (m - 0) geben die Formeln (65), 
wenn man den Zuge in der Richtung der 0 .r--Achse (d. h. bei « 0) betrachtet: 


en " pR(, y ,6 2 
o()= IC+ FL wiö)= =) 2 Wo cn Sl ar | Eu © 
.) 2 . . 
” >( tu) u +3 u i 
wobei zur Abkürzung re wre —.6 5% gesetzt Ist. 
+9 u ATu Atru 


33, M, bezeichnet das Moment der Kräfte, die auf den Rand des elastischen Materials wirken. 
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Für die Spannungs- und Verschiebungskomponenten ergibt sich in diesem Falle nach 
den Formeln (22) und (24), wobei » (I) RZ zu nehmen ist: 





‚ R 2 
"n ! (x I)o+2,+- | +1) +20’+ — 0829 h 
Suo | “ j 0° | 
(69), 
> ıB R 
IA ı | s " 0 ; : 
" (X I)» 43 0° N sın 2 
Suol ’ ’ 0°) 
p y 2 30 y p | y 30 | 
27 18 +11 " ‚eos 29 ZY Ct Tr 1 ‚Jeos 20 
ZZ [#) 0 0 - | ‘ ‘ | 
(70). 





Will man die gewöhnliche Polarkoordinaten r,d in die z-Ebene einführen, so muß 
Ei r 
man einfach o dureh R ersetzen. 
” [1 
Bemerkung. Dieselben Formeln (68), (69) und (70) gelten auch im Falle. daß am 
Rande des starren kreisförmigen Kornes statt Haftung reibungslose Gleitung Platz hat 
(d.h. am Rande »» 0,709 =V wird). Man muß nur, wie eine unmittelbare Prüfung zeigt, 
für 5, y und 9 die folgenden Werte annehmen: 
2(/ + u) u N u n 
- 4 y a) E ( a _ * * [3 [3 [2 * * * * q * 
al rou 2 /. 4 ah I uU \ 
Ks werden aber auf einigen Teilen des handes Zugspannungen auftreten, was 
plıysikalisch unmöglich ist. Um diese Zugspannungen zu vermeiden, genügt es z. B., einen 
allseitigen Druck D hinzuzufügen. Die zugehörigen Funktionen g und y werden dureh (65a) 


DRZ u DR 1 
eegeben, wobei 4 D und m 0 zu setzen ist, d.h. a5 PO m . 
Die zugehörigen Spannungskomponenten werden: 
x | { PA | Pi 
To ı) p(1 ug ») 0° , T,) ı) = D | .) 0° . To ı) 0 “ - . “ . (12). 


Es ist aueh leicht, die Lösung für den Fall zu finden, daß das Korn auch elastisch ist 
und beliebiee elastische Konstanten hat. 

>’. Betrachten wir nun den Fall, daß auf den Mittelpunkt des starren elliptischen 
Kornes eine äußere Kraft (X, Y) wirkt (die Spannungen im Unendlichen sind gleich © 
vorauseesetzt). Es ist aus Svmmetriegründen klar (indem man die Kraft in Komponenten 
nach V.r und 0% zerlegt), daß das Korn keine Drehung erfährt. Da die Translation auch 
hier gleich Null genommen werden kann, so haben wir in diesem Falle: 9, 9; =0 und, da die 


Spannungen im Unendlichen verschwinden, B ” (70, Dann geben die Formeln (63), 
(6b und (0): 
X-HiY i „ »(lX—iY) 2 X+iY 14+m% 
(=) 2 n(x 08°, vi) 2n(z +1) Ss Fonac+i1) Em’ 


3". Endlich sei das Korn der Wirkung eines Kräftepaares, mit dem Mo- 
mente M, unterworfen (die Spannungen im Unmendlichen sind gleich 0 vorausgesetzt). 
Die Lösung dieser Aufgabe ist durch die Formel (65) gehefert, wobei BB’ 0'=0 gesetzt 


a —— R m” 
werden müssen und & aus der Gleiehung (vgl. die Gl. (66)) M Aa ueR? 1 — zu be- 
stimmen ist. Es wird also 
‘) >umRei Zulei Im hai M x -o 
Dis - . WiG) ; x Mm 5 .„ wobel e = 5 z (19). 
xl „ac \ Ce — m Im uk’(m?—+x) 


14. Schlußbemerkung. Auch die zweite Randwertaufgabe ist immer ım Falle, daß »(ü) 
rationell ist, in elementarer Form lösbar, so daß man insbesondere leicht die Lösung für die 
in Ziffer 10 anzeführten Berandungen finden kann. 

Für die Anwendungen bietet noch eine weitere Randwertaufgabe, die wir als „dritte 
Randwertaufgabe* bezeichnen wollen, ein nicht geringeres Interesse als die zwei ersten. 
In dieser Aufgabe ist die Schubspannung am Rande gleich 0 vorausgesetzt und die normale 
Komponente der Verschiebung vorgeschrieben (der Fall, daß eine elastische Platte mit einem 
starren Profil von vorgeschriebener Form in Berührung ist). Diese Aufgabe ist unserer 
Methode auch zugänglich, wie ieh in einer Mitteilung auf dem Mathematiker-Kongreß in 
246 


Charkow (1930) gezeigt habe. 
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Über den Heaviside-Kalkül. 
Von K. Th. Vahlen in Berlin. 


eben der funktionentheoretischen Behandlung der Differentialgleichungen bleibt ihre „Auf- 
L lösung“ im älteren Sinn des Wortes für den Praktiker von Bedeutung, d.h. die Zurück- 
ührung der Lösungen auf (Juadraturen oder auf zweckmäßige neu einzuführende Operationen. 
Das beweisen z. B. die Bemühungen um integrable Fälle des Hauptproblems der * äußeren 
Ballistik, die mit D’Alembert einsetzten und erst in neuerer Zeit dureh Draeh zum Ab- 
schluß gekommen sind. Unter dem erwähnten praktischen Gesichtspunkt ist der Heaviside- 
Kalkül beaehtenswert. Die Praktiker überschätzen ihn freilich, wenn sie sagen, man könne 
Jlamit Probleme lösen, die sonst unlösbar seien. Demgegenüber wird wohl auch hier riehtie 
sein, was Gauß bei ähnlichem Anlaß an Schumacher schreibt (15. Mai 1813): „Überhaupt 
verhält es sieh mit allen solehen neuen Caleüls so, daß man dureh sie niehts leisten kann, 
was nieht auch ohne sie zu leisten wäre. Der Vortheil ist aber der, daß, wenn ein soleher 
Caleül dem innersten Wesen vielfach vorkommender Bedürfnisse eorrespondirt, jeder der sich 
ihn ganz angeeignet hat, auch ohne die gleichsam unbewußten Inspirationen des Genies, die 
niemand erzwingen kann, die dahin gehörigen Aufgaben lösen, ja selbst in verwiekelten Fällen 
rleiehsam meehanisch lösen kann, wo ohne eine solche Hülfe auch das Genie ohnmächtige 
wird. So ist es mit der Erfindung der Buchstabenreehnung überhaupt, so mit der Differential- 
rechnung gewesen; so Ist es auch (wenn auch in partielleren Sphären) mit Lagrange's 
\ariationsreehnung, mit meiner Congruenzenrechnung und mit Möbius’ Caleül. Es werden 
dureh solehe Coneceptionen unzählige Aufgaben, die sonst vereinzelt stehen und jedesmal neue 
Klforts (kleinere und größere) des Erfindungsgeistes erfordern, gleichsam zu einem organischen 
keiche.“ 

Mit diesen Worten wird andrerseits die Unterschätzung zurückgewiesen, die dem 
Ileaviside-Kalkül von seiten der Mathematiker zuteil wird, weil er nur auf einem Ge- 
biete anwendbar ist, in dem grundsätzliche Schwieriekeiten nieht mehr zu überwinden sind. 
Schuld an dieser Geringschätzung ist aber auch die sehr unbefriedigende, vielfach angreif- 
bare Darstellung, die Heaviside und seine Schüler dem Kalkül gegeben haben, wozu nicht 
die Polemik gegen die Mathematik erpaßt, die doch seit Leibniz und Lagrange das 
Wesentliche dieses Kalküls besitzen. 

Kin strenger Aufbau und Ausbau des Kalküls erweist sich daher als wünschenswert. 
Ilierzu soll im Folgenden ein Beitrag gereben werden. Dabei war es des Zusammenhanges 
weeen unvermeidlich, auch Bekanntes, wenn auch oft in neuer Form, zur Darstellung zu bringen. 


I. Ist 
eu + eh: | FE a 
das alleemeine Integral der Differentialeleichung 
dtp a) rd. tm. En er 
dann ıst bekanntlich 
zei). +: Fa): ne  : 
ein partikuläres Integral der Differentialgleichung 
ya tn, a)ynd’ +... + WMYU=2(X) : : : 2 202020. (4) 
wenn «die » Funktionen e, (x) den » Gleichungen genügen 


’ 
e y,ıı) ; YaY9) = 0", 


„ MM 218%). . . ? > . : i ; (») 
(k 0,..0 1:09,95 Ober ungleichen, = I bei gleichen Indizes). 


\nıs denen folet 


he 5 
j I, . 
ey) z (ar) de i cE Fee : Vous GE Er © 5 
Wo 
| y„") die von OD verschiedene Fundamentaldeterminante und A, au" PD 2. (MN 


st. Nimmt man die » unteren Grenzen in (6) gleich “,. so erhält man die zu «=, gehörige 
‚Hauptlösung*. Diese genügt den Anfangsbedingungen 


see, Fee, . „ NE. eu ar, 
14 
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wie aus ec, 0.) =0 und den aus (3) und (5) folgenden Gleichungen 
yıh) — ee) y,'") I a 1 Cr) Y.) 


sich ergibt. Dadurch wird nieht nur die allgemeine Lösung der niehthomogzenen Gl. (4) auf 
(die der homogenen (2) zurückgeführt, sondern es wird die Erfüllung von Anfangsbedingungen 
ın «lie Lösung der homogenen Gleichung verlegt. 


Il. Nach dieser Vorerinnerunze eehen wir zum Fall konstanter Koeffizienten über. Die 
einfachste Differentialeleichunge 
y’) 0 oder in Lagrangescher Schreibweise D"y 0. En > 


hat «die Lösung 


„+, (a 2) +. dla a rer 
TH Ä (n 117 


d. i. die Taylorsche Formel. Die » Integrationskonstanten ,") dienen zur Erfüllung der 
Anfangesbedineuneen: 

zu .r, gehören die Werte 1. Wr: Mm" Do IND. 
Schreibt man dageren statt der Anfanesbedingeungen T die Randbedinzungen 7, vor: 


zu .r„) gehört ,, Mei ir er A, 


so wird die Lösune von (1) dureh die Laerangeesche Formel zeleistet: 


„, I;, 6 Yu I, Br 5 : ; ; ; . i : i i : : , s , (3). 
Darin sind die Lagrangeschen Polynome Z, (x) erklärt dureh 
F,(.) , F(.r) 
Ina) = dni. Id) z Fr) Fia)= Me —xı). (4). 
l (.y,) ni I, 


Die Laeraneesche Formel stellt eine eanze Funktion höchstens (nn Iiten Grades @G (.r) inter- 

polatoriseh dureh die Werte 77, dar, die sie an » gegebenen Stellen .-,, annımmt. Durch F (x) geteilt 
‘ ° . . 7 . (i (.“") . rs . .. 

eibt sie die Zerleeunge der echt gebrochenen Funktion ın Teilbrüche. 


F(.r) 


Wählt man G@ ce) (@  o, so erhält man für die Lagrangeschen Polynome die 
Formeln: 


(.r ) (32, u) I; (x) + ..+ (2, u) I; (2): (k v1... I). . » -B). 


Alleemeiner seien die » Anfangs- und Randbedingungen vorgeschrieben: 


iu Behr, ie. een . (b) 
Dann wırd (1) gelöst dureh 
/ (pr r ’ ..\\(v;-]) 
3 wdh, | “ 2a (2) Wett | a en (ai ‚| (6). 
Darım ıst 
Fi.) "m 
F (ir) Fi’ F(.r) Ha w;)"i: 1 Pere  W re ; ;: 


(r) teilt und dann nach A Differentiationen 


! 


\lan beweist (6), indem man mit F 
Bh=W, 1.., 9% I) 2 = .r; Setzt. 


! 


Diese Formel stellt eine ganze Funktion höchstens (» — I)ten Grades G (.r) dar, die den Be- 
dinzunzen E genügt. Durch F(.r) geteilt gibt sie die Zerlegung der echt gebrochenen Funktion 
(i 
Fia \ 

Diesen Fall hat zuerst Euler behandelt, wenn auch ohne die allgemeine Formel (6) auf 
zustellen, die ich als die Eulersche bezeichne '). 


in Teilbrüche für den alleemeineren Fall, daß der Nenner mehrfache Wurzeln hat. 


1) \gl. des Verf. Aufsat Der alleemeine Fall der Partialbruchzerlegeung. Tokyo Butzurigakko Zassi, 1928. 
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Führt man ın (6) die Differentiationen aus und ordnet nach den voreeschriebenen 
Werten E. so erhält man: 


Sy 1...) ty L,,@)+..+yPi DLi. 


i 


wT )  ; 3 © 


! 


vo die verallgemeinerten Lagrangeschen Polynome (» — VDten Grades L;, erklärt sind 
dureh 


dd er 
Li, (;) ;; On: (2,7 seh, ),,,r ) . N), 


/ 


Nimmt man insbesondere G () (re u)", so erhält man für die verallgemeinerten Laweranee- 
chen Polynome die Gleichungen 


(a; WR Lu (la) + ler; We) L,, (a) +. + (er; WED Tas; ıla) (AO), 


u 


(‚r "u u 


(E=-0...n 1) 
wobei sieh die Ableitungen, wie ın (6), auf .r; beziehen. 
III. Die nächst einfache Differentialeleichune ist 
er — 2 (‚r) oder D" Y 2(2) rn an (N). 


Kine partikuläre Lösung von (1) ist 
we u) 
ir) ' (n)ednm , i . ’ . , j ; i (2) 


Und zwar ıst dies die zu ., gehörige Hauptlösung. Denn es wird yGr,)=0, und die Diffe- 
rentiation von (2) ergibt 


” 
(a u)" ® 
2 | “er (n)du also kr.) 0, 
j (# =)! 
Von 
A 
,, fg 7” 3 „ 
2 | 31 (n)du also u I) 0", 
: . N >)! : 
Yo 
„N , 
yırı— (zfu)de also y-"(e, 0. 
Xu 
y 2 (.r) 


Demnach ıst die Lösune von (1). die den Anfanesbedineuneen T eenüot. 


p (2 — u)" 
/ {20} - | (n)edn ee Pe EEE BF TeeE Ges: Va u ) 
J i (n I)! (), 


wenn man mit Tr) das Taylor-Polynom I1(2) bezeichnet. Die Formel (3) ist, wenn man 
darın z2= y""' einsetzt, die Taylorsche Formel mit dem Bernoullischen Restglied. 


Die Lösune von (1), die den Randbedingungen 7, genügt, erhält man aus 


„ 1 
; ) 


Bi; Wu is „H 
(un 1)! (n I)! 


dureh Komposition mit den L;(r). Dabei ıst links hie Formel Il (9), rechts sınd die aus Ilı5) 
ür h=0,1,.,n -L und « x foleenden Formeln anzuwenden. Das ereibt. wenn man das 
kagrangesche Polynom IC) mit L@r) bezeichnet, 


(“4 


y(a)z=yla)+.. +") (a) (u)dn 


(4; 
„ l,(2) +2 I; (.r) | (n I)! 
x 


! 


„ l 


m) 
(u)dnm RR a 


die Lagrangzesche Formel mit dem Bernoullischen Restelied. Da Lür) die Rand- 
bedinguneen L erfüllt, erfüllt das Restglied von (1 dieselben Randbedineungen 7, aber für 
den Hauptfall y,n  Oth=1,.., n), wie aus Il (h) folgt. 


10* 
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Um die Lösune von (1) für die Anfanes- und Randbedingungen E zu finden, leiten wir 
zunächst aus II (9) für =0,1,.. und «= .r die Gleichungen ab 


2 l;;, (r) | l | } 
2fa e) T,;,(.#) l;;,, (a)=0 
ls; er)” l,;,(&) 2 (#; 2 l;;, (er) -21;.(#): 0 ..M 





(ar; a L, le) + klae; — a1] 


le) t+hlk Dia; a 1a) +. +! L;rla) VO 


usw. Dabei ist Z;, 0 zu setzen, wenn A or; 1 ist. Darauf komponieren wir die 
aus 11113) folgende Formeln 
x; 
(, ey / | (ir: u) / l 
(/) . (Fr) » | ! (HH ) 5 | ! =, / ® 
u? (ar;) NIE... „ (.r) ziu)eu. . (6), 
ö—k I! An h: 1)! 


worin 7 1..,r und 7 0,1..,r; 1 zu setzen ist, mit Z;,; de). Wenden wir auf die linke 
Seite die Formel IF (S), auf die rechte die Formeln Ill (5) an, so erhalten wir 


1 (.r; TE v; | 


(.r; u)“ | _ 
(v 1}! lWula)t.. 7 (in yy l;.v; e) z(u)du. ... de) 


„ li.) 





x 
! 


worin zur Abkürzung das Polynom I1(S) mit Ede) bezeichnet ist. 


IV. Bisher hätte die Verwendung symbolischer Methoden keinen Vorteil geboten. Zwar 
kann man mit Heavıside die Gleichung 


iu Er EEE © 


symboliseh auflösen dureh 
Br a a a hi ae 


aber man «darf dureh die Erklärung des Symbols DD" dieser Operation nicht die Vieldeutig- 
keit rauben, «die ihr, wie jeder inversen Operation (Wurzel, Logarıthmus, Arcus, ellipt. Int. 
usw.) ihrer Natur nach eigen ist. Man darf also nieht DD” durch eine partikuläre Lösung 
von (1), z.B. wie Heavıside will, dureh die zu ., 0 gehörige Hauptlösung III (2), sondern 
nur dureh die allgemeine Lösung erklären, die nur bis auf ein Integrations-Polynom (» — V)ten 
(Grades bestimmt ist. Diese allgemeine Lösung kann durch das Integral 


* 
„ 1 


ir > ) 

ii as ee ii» 
} (in 1)! 

auszedrüekt werden, wenn man übereinkommt, nach der Entwicklung des Binons (er u)" ' 

elieddweise zu Integrieren und die dabei auftretenden » Integrationskonstanten unbestimmt zu 

lassen. Im dieser Weise ist auch das Symbol 


Be ee ee ae > A 


zu erklären, das Heaviside gebraucht. 

Wır werden ım folgenden fortfahren, das alte Lagrangesche D beizubehalten, statt 
des neuerdings in Gebrauch kommenden p, von dem die Heavıside-Schule meint, es leiste 
mehr als die älteren Symbole?) Nur wenn mehrere unabhängige Veränderliche, z. B. neben 
noch «die Zeit # vorkommt, ist es zweekmäßig, an Stelle der Lagrangeschen D, und D; 
kürzer zu schreiben D und p, also das Heavisidesche p den Ableitungen nach der Zeit 
vorzubehalten. 


\V. Bevor wir weitergehen, wollen wir einige Formeln betr. genäherte Quadratur ein- 
schalten, die sich hier sehr kurz an die Tavylorsche Formel III (3) anknüpfen lassen, wenn 
man diese etwas allgemeiner so schreibt: 


| u7 7 \” 


i r 2 EN | u . 
fiir WW) fF kWı+ ler ed) +... +, (R nn) Fr (a) | : ig "P’(u)du . (MD. 
M. A d NM. 


aus der 11103) für » -+-1 statt n entsteht, wenn man .. für b und x, für a einsetzt. Die 
Formel (1) beweist man 2. B. durch partielle Integration. 


>, Verl. z. B. E. .). Berg: Rechnung mit Operatoren nach Oliver Heaviside, ihre Anwendung in Technik und 
’hvsik Deutsche Bearbeitung von O. Gramiseh un. H. Tropper. 1932, 8. 2. 
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Nehmen wir in (1) einmal a=m, x b und zweitens b m, = a und bilden die 
Summe beider Formeln, so erhalten wir für ungerade », wenn unter m die halbe Summe, 
unter 4 der halbe Unterschied von a und 5 verstanden wird, die Formel 





h 
2 W° 2m" 
Iriman Id) + fe) +..+ „' ff (m) 
.), . 
Aa l 
.) 
hı m (=). 
(dh u)“ in ı) | a u in ı) 
+f „' ei (u)du- er / P’u)du 
m «dl 


jerste |, 5: er 
Das - Restinterral bringt man vermittelst «== m + » auf dieselben Grenzen, so 
zweite 


laß der Rest der Formel (2) wird 


h 
(dh BE" ua a5 | au 
| ff" ’(m+v)—- fr" (m —-vVl)ldv . 2 222.2.2). 
r M. 
u 
h 
Die Formel ist die Entwicklung des Fehlers, den man begeht, wenn man das Integral | Fi) du 
dad 


dureh das Tangententrapez (b - a) F(m) berechnet. 


In (1) setzen wir ferner #(1l+B)b Ba=b+bh  a+(ıl+-Dyih,b ah. Die 
Entwieklune nach Potenzen von B besteht identisch, also auch, wenn man die Potenzen 
B'  B; setzt und unter B; die dureh die symbolische Rekursionsformel (1 + BV  Bi,i  2,8,..) 
definierten Bernoullischen Zahlen versteht: B, = —- "/s, B,—"s, B, 0, B,= "au, .. So 
erhalten wir die Formel: 





I) n h I 
R "(a)+f’(b) ‚(BhD), (b—-u+Bh)" , 
l/ N {1 \ Tu £: | “= fr too)du (3). 
d N 2 d Br 


Das ist die Eulersche Reihe, die Entwieklung des Fehlers, den man begeht, wenn man das 


, ; f ‚ Fia) + Fb) 
Integral | F(u) du genähert durch das Sehnentrapez (b  «) & berechnet. 
a gr 


Durch die Anwendung der Formel (3) auf Teilintervalle gleicher Größe und geeignete 
komposition bekommt man die Fehler-Entwieklung der Cotesschen Formeln, z. B. der 


.) 
7 +) Vor ® i. . 
Simpsonschen Regel, der | -Regel usw. Für die Simpsonsche Regel hat man die 
Formel (3) auf die Intervalle a@..b. @a..m. m..b anzuwenden und die drei erhaltenen Formeln 
| | | 
zu komponieren mit Pu Wr las ergibt 
. +) +) 
[7 7) ib 
Ben fa) +If' (m) +f’(b) \ m: I(bBhD) | | 
l iduh - = = - Ha) + . (4) 
6b .) l. hı. 
Aa i—4 Aa 
lo hı 
R=\((0leh —»v + Bh)" -—4 (vr + Bh)" + (eh+e—+Bh)"Y) (fr Hd (m +) - fr tdim—-v))de. 
iu) 


Setzen wir In ( I) r—= Eh - m =tu (E tr | Jı sr I (E I) h. also I dl Ih. und erklären 
die Eulerschen Zahlen durch Ei E; und die symbolische Rekursionsformel (# + 1)’ (E—1)! 
tür? -1,2,.., so erhalten wir 


h 7 I 
u "«E+-bhD)' , 5 2. _ 
lr (u)du \ u (f (a) / (b)) + „' en + im ur fe Di du (ID) 
7 N 0 = 


ein Gegenstück zur Eulerschen Reihe. Das Restintegral läßt sich wie oben durch u  m+r 
transformieren in 

h 

\(Eh For (fd (mn) - fr) (m Y\)de, 

0 
Die Reihe (5) entwickelt den Fehler der Sehnentrapezformel nach Potenzen von h, aber die 
Wulersche nur nach den geraden Potenzen. 
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Die Formel (2) bezeichnet GG. Kowalewski, der sie anders herleitet (Interpolation und 
zenäherte Quadratur, 1932, 8.55), als die allgemeine Maelaurinsche Quadraturformel. Von 


der Formel (4) hat Kowalewskı den Fall » 3 auf S. 49, nämlich die Formel 


Ns a) If mi-+-f'(h | R h . nr 
I, wid ı / I\ u; up ' 


\l. Die Gleichung ray Vd oder «(D-+-a)y=V wird gelöst durch 4 e "* Die 
Operation Dr «a wird auf die Operation D zurückzeführt dureh 


D+wWs=er’ Dt 5 a ad a HH He en - 
Heavısıdes Versehiebungssatz). Dadureh wird die Lösung der Gleichung (D-+ a y 
zurückgeführt auf «die der Gleichung e "" De’ y - und also die Operation (D--a) " auf die 
Operation D "Die Lösung ist also y  e "N \e"!zdae. Es gilt also auch 
DA '2= et Di ee a a a ss Hs ad = 


Aus (bb und (9) folet dureh wiederholte Anwendung 
MD Hu" y e "De y und D+ua)"z "Med | Mheak, sch A: 


une daraus die Auflösune der Gleichungen 


DD) H-a"y 0 4 e "N mal einem Polynom (# Iiten Grades . ... ch. 
\ 
al u! j 
(D) ET, 7 { u Fl 2W)HR .: 2 2 2 2 2 35H N 
; N 1)! 
nach II 12) und Il). Durch (4, 40 ist die Operation (D + a) " erklärt. Allgemeiner gilt 


ler Versehtebungessäatz 


IDEE, 2 2 aa RR er > DB 


wenn / eine rationale Funktion mit Zahlenkoeffizienten ist. Denn eine solche zerfällt in 
Glieder von den Formen eıD + a)" und e(D + a) " (s.1116)). (4°) mit der unteren Grenze x 


I) 
ist «die zu .e, gehörige Hauptlösung. Das ist für a=0 (s. 111 (2)) bewiesen, und folgt daraus, 
indem man dort für za) einsetzt e"” ziu). Da das Inteeral in (4’) und seine ersten n | 
Ableitungen bei „= ., verschwinden, gilt dasselbe für y. m" ». 


Die Operationen D”, D" sind unter sieh und mit Zahlenfaktoren vertauschbar. Das- 


selbe gilt für ID”, 2", dem aus DT D"y=DF""y=r lat D’D May HN, 
also D"D" Due np" » bh "DD". Diese Gleichungen bestehen aber nur unter 


Berücksichtigung der Vieldeutigkeit der inversen Operationen (s. IV). Die letzteren sind also 
z.B. als Kongruenzen aufzufassen für einen aus einem Fundamentalsystem von Lösungen der 
Gleichung DD” "0 bestehenden Modul. Wir sehen davon ab, für diese Art Gleichheit ein 
neues Zeichen einzuführen. Aus D”’"D"—D“ " folgt weiter (DY)"= DD", 


Aus Doz, 9 .-D'z folete sowohl DD 'z- 2, als auch D'Dy=9y, also ist 
Il) bb 1,ıb ') "=D. Mit den Operationen D"”, D’" kann also gerechnet werden 
wie mit Potenzen. 


/ufolge der Verschiebungssätze (3) gilt demnach dasselbe für die Operationen (D-+ a)", 
D-+-a) Also eilt die Vertauschbarkeit auch für ein Produkt (D-+ a)" (D-+b)", wenn 
wenigstens einer der Exponenten, z. B. rn positiv ist, denn dann kann man (D-+-a+b a)" 
als Polynom von D + «a darstellen. Sind beide negativ, dann folgt die Vertauschbarkeit durch 
\uflösung von 


(D + dl “6 + hy = (D -5h)"(D + a)" y. 
nämlich y=(D+a) "(D+b) "z=(D+b)"(D+a) "2. 
/ Frl D 5 7 If N hi Pr ' Reil | a Kol 
1? Itıgr Ve ! } rate lit dles nieh Im eIlNe veomerkrıIstre veorile D D2 ..+. Zl entwickeln 
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Alleemein erkennt man den Satz: Ist F(D) der Nenner eines Produktes von mehreren 
tionalen Funktionen von D, so bleibt das Ergebnis dieser Operation bei einer Vertauschung 
or Faktoren unverändert bis auf eine Funktion (F(D)) '®0. Denn ist G(D) der Zähler dieses 
Produktes, der ungeändert bleibt bei Umordnung der Faktoren, und ist y der Unterschied 
es Ergebnisses, wenn man die Operation vor und nach der Umordnung anwendet, so ist 
nn 0-9, also, nach Anwendung von F(D), ist F(D)y  GD)V 0, 
ri 


VIl. Es gilt der allgemeinere Verschiebungssatz 


D+p(x2)=P’"'DP, P=e BE en ae A 
Dadurch wird die Gleichung 

Bee, a a 5 5 sr: DB 
‚urüekgeführt auf 

P'DPy=z; 
ı1|lso eelöst dureh 

vr Pede. . 3: Hr 0050: + RB) 

d.h. es ıst 

BI’ =D! Es 8. RR KH HH 5 + 


Der Verschiebungssatz (1) gilt also auch für (D-+-p) ". 
Die wiederholte Anwendung von (1) gibt 


EEE 5. 8 5 ea ae + 
Dadureh wird die Gleichung | 
DIPS 5 0 Ra a en . (6) 
zurückgeführt auf 
u a N 


also gelöst durch 


„N 
n fi (‚r u, l / _ 
/ 2 ; z\u)Jaum. -». : 2: » . . KR) 
J ; (an — 1)! 
Damit ıst das Symbol (D-+ p) " erklärt. Aus (7) folgt 
BEE EN EEE eh Er En rn 


d.h. nach (5) und (8): der Verschiebungssatz gilt in der allgemeineren Form 
Kammer. 4 5a hrs er ie 


wenn f eine rationale Funktion mit Zahlenkoeffizienten ist. Dadurch wird die Auflösung 
der Gleichung 


FREE FEN Ed he ra are 

zurückgeführt auf 
Eh, 
Hat das Produkt mehrerer rationaler Operationen f{D-+-p) gD+ p), .. den Zähler 


(D-+p) und den Nenner F(D-+p). so wird zufolge (9) eine Vertauschung der Faktoren 
aD) og F#rP 
F(D) F(D+p) R 
G(D+p)0 0 folgt, d. h. die Vertauschung von Faktoren bewirkt nur Änderungen um 
l,ösungen des Nenners. 


nur eine Änderung y bewirken gleich P 09, woraus F(D-+-p)y 


VIII. In der homogenen Gleichung 


FEN, » : 5 3 u. an 2 ae DM 


f(D) (D o)(D 0,)..(D 0) f;(DI(D 0), Flo)FV KU 1. 
also die Wurzeln o; zunächst alle verschieden. Jede Lösung von 
(D 9) 0 


ist eine Lösung von (1). Demnach sind e”iX ein System von » Lösungen. Diese bilden be- 
kanntlich ein Fundamentalsystem, die Fundamentaldeterminante ıst gleich dem Produkt der 
Differenzen 0; -0;. * 
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In der alleemeinen Lösung 


4 (4 
7 r e9ı (X Yo) I_ C„e9 mı% No) i j j / z £ s s u (2 ) 


1} A l 


sollen «lie » Integrationskonstanten e; so bestimmt werden, daß die na Anfangesbedingungen T 
erfüllt sind. Das gibt die » Gleichungen 


Diy,=e,0o'"+.+c,0," A=91., 8-12), 


Der Vergleich mit dem Gleiehungssystem II (5). wo m 0, w==D #; 0, zu setzen Ist, ergibt 
l,;ıD) y, also ıst 


ılıe Lösune e 


! 


rent Vu) 
/ HE. a an re + 
Y ey 
/ | 


die gesuchte Lösune von (1). die die Anfanesbedineuneen 7 erfüllt. 


IN. Jetzt seı ın der Gleichung 
FNBER. 2 8 nn rn aa ee A 


Oh r;) 


! l,.,*). . (2). 
Ih v;)' Ä 1a) 


fıD\ /IıD o;) f;ı DI\(D o;li, RT N, Be 


(0,) 


en 


N 
Jede Lösung einer der Gleichungen 
(ID - o)iy-V, 
die nach Vlih) zu finden ıst, ist eine Lösune von (1). Die » Lösungen ') 
ei N uch K=-Bl. u DD. : - ss 3 ss ss 3 ss ı es» MW 


bilden ein Fundamentalsystem, ihre Fundamentaldeterminante ist gleich dem Produkt der 
Differenzen (0; ol Is. 1). 


In der alleemeinen Lösung 


2601 ei NA ler er)" (di EEE - 0),.,r; ) 2.2.2.9 


\) 


sollen «hie » Integrationskonstanten e; , so bestimmt werden, daß sie den Anfangesbedingzungen T 
venügt. Das gibt, da die /r-te Ableitung von ei @ so) (ae —.r,)", wenn man darın „@  .r, setzt, 
eleich hih V..(h k-+-No;, "bzw. d für h<Kk ist, die » Gleichungen 


I u \ Co; -he;,0;" 1 ı,,+hih I)..(h = 2)e;,v; 0;f Il h=0).,n 1). 


0 m " 
Der Vergleich mit Id), wo m Ve  D. “; 0; zu setzen Ist, ergibt 
Cl L;;(D)y.. 
Demmach ıst 
Y Desita (ar ar TarDy MW DER. „7 : SO I; 3». “== 
die Lösune von (1), welehe die Anfangsbedinzeungen T erfüllt. 
\. Für die miehthomogene Gleichung 
Fe EN aa 


möre VIllı2) gelten. Aus II(3)c(h) folet die Zerlegung ın Teilbrüche 


| y dt; , 
— »'_ ; (‘ I ee ee 
ID) D—o fio;) 
ls wird behauptet, daß 
= ZaiB— u 3 u HR a rn a 


der Gl. (1) genügt, wenn darin die Operationen (D 0) " nach VI erklärt werden. Zum Be- 
weise wende man auf (3) die Operation f(D) an und berücksichtige, daß man nach VI mit 
den Symbolen (D 0,1, (D 0, * wie mit Größen rechnen kann, so erhält man f(D)y 


’ Vih<h - n 
‚A\nch wenn /(D) von x abhängt, aill: wenn / h) D) 724 Din a: so sind u alt in ') Lösungen. Das folgt 
in) IR 
us der .Tayvylor- Formel“: ftDsy s/(Diy+s’P (Du .. ‚v’ı) (Di y und diese aus. dem Fall /ıD D" 


"„ 
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Nimmt man in den » Integralen (D 0; 'z die untere Grenze gleich x,, so entsteht 
lie zu .r, gehörige Hauptlösung. Bildet man nämlich von (3) die Arte Ableitung (kh =0,.,n 1), 
otzt dann #0, yla,) 9, usw., so erhält man 


Y=V, 
’ \ e 
uUR _ (1; [7 
77 
ur Zei A; 19; [5 -o 
“n" I) \ H Ber 7 2 zn ”) 
ur — (1,10; “769 “oo T-Teo 


ınd diese Ausdrücke sind 0, denn aus Il(5) erhält man für u ee, hen 1: 


v Y 
. 


’ tr) &n. 
0 z (0; ze)” A ' fa d;(0; ze)" also F. a;0o;f 0) für A ),.,n 
0; 


w 


XI. Die niehthomogene Gleichung für den Fall IX (2) nehmen wir ın der etwas allge- 
meineren Form 


FIBEHE . 3 d- a 8 s r  a a  erts h 


in der auch g eine ganze Funktion mit Zahlenkoeffizienten ist. Ist g von nieht medrigerem 
Grade als f, ist also y=gf-+h, wo g der Quotient, h der Rest der Division von g dureh f, 
also von geringerem Grade als f ist, so geht aus der Gl. (1) in der Form 


FENSTER: 2. = a 4a a he dee on (2) 
hervor, daß die Lösung von (1) sich aus der Lösung von 
PING SERHIDIE :..: =» ss 2 a 3 re en 5 BD 


und dem integralfreien Teil 4(D)z zusammensetzt. Da das Auftreten eines integralfreien 
Teiles aueh für die Erfüllung von Anfangsbedingungen keinerlei Schwierigkeiten bietet, können 
wir uns weiterhin auf den Fall beschränken, daß der Grad m von g kleiner ist als der von f. 


Es seı nach 116) ın Teilbrüche zerlegt 


y(D) vr din | yfo)\i ch 
mit «;, = (di Re . - l,.,r;) :» „ (4), 
f(D) #(D-o,) kT (pr, Ylfcon) 
dann genügt 
„ Sa;, (D 0;) 3: Er de N et a EG Zn Ten EREREE B  ° 


i,h 


der Gl. (1), wenn die Symbole (D -0;)" nach VI erklärt werden. Zum Beweise wende 
man auf (5) die Operation f(D) an und berücksichtige die Symbolreehnung nach VI, so er- 
hält man (1). 


Um die Hauptlösung von (1) zu finden, finde man zunächst nach IX die Lösungen Y 
und Z der Gleichungen 


HH Ts Be BED EB, . . 2. Er 

nt den Anfangsbedinzungen 
Y, m — y,) Beau ia dl. : 2 Hr» DB, 
ZN) = 2, Bei su—- DD. . 2 en ur + Mr 


Dann kann die Gl. (1) ersetzt werden durch 
KB - DE — 2: 2» 5 43H a nr; 
die nach (5) gelöst wird dureh 
-Y=24;,(D—-o)-"(2 -Z) LER Fe 2 2) SWR 7: VPE, © 


Die hierdurch definierte Funktion y  Y mit unteren Integralerenzen .r, ist die gesuchte 
Hauptlösung von (1), y ist die den Anfangsbedingungen (7) genügende Lösung. 
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Denn nimmt man von (9) die /rte Ableitune (k  0,..,n 1) und setzt dann «ur, 
wordureh alle vorkommenden Integrale (D 0;) '",(D  0;) *... verschwinden, so erhält man, 
indem man bei der Ableitung Jedes Öten Gliedes D- (DD  0;)-+0; setzt, 


ı 





dr) Y () 
ydır, „ I a;;(D o;)k+rla—Z) . Nur, (2, iu) OÖ 
' , .) ‚ v ’ ‚ ’ r 10), 
7 En) 7 Na; D +;) KH (2 2) x, Naiı(z, 8 \— dj»(2, 2.) 0 ( 
1 ‘ ı) \' i- In ’) nm >) u iM 3) rn #3) 
„, Pu) ‘p PR dt; I\eu 5. } p- (dti2(2, YA ) + Ps v0 
wie für m 7 | aus (7) folet. Ist aber m n 2, so verschwindet zwar nicht 
w 7, ”, aber ın 
i [ıD) : | 
(BD \ (;j \ d;,(D 9; h /1 (D ;)' 
'‘D O0;)" — ’ s 
/ | I 


I +) 


verschwindet der Koeffizient von DD" also ist dann Iea;ı ©. Ist ferner m n—3, so 
verschwindet zwar nicht 2,” °” Z,” ®, aber es verschwindet in y(D) der Koeffizient von 


[»" — also Ist dj» () sw. Dabeı sınd Koeffizienten dj), In denen k erößer als v; ist. 
oleieh O0 zu setzen. 


\Il. Für besondere Störungsfunktionen z(#) können partikuläre Lösungen ın eın- 
[acherer Weise gefunden werden. Da die homorzenen Gleichungen dureh Funktionen gelöst 
werden, «die aus Glieilern der Form ei X,e® bestehen, liegt es nahe, den Fall zu betrachten, 
daß aueh 2 von «dieser Art ist, wozu insbesondere auch der wichtige Fall gehört, daß z 
periodisch Ist. 

Die Gleichung 

fıD)y yDerX . Ve EG : ' 
oder nach dem Versechliebunessatz VL (5) 


f(D+ö)e-öry=g(D+ö)1l. . .: .:.:. 0.0.2...) 


hat, weil f{D a o)1  fFto) und y(D +6) 46) Ist, die partikuläre Lösung 


(0) 
yeör / (2). 
- f (6) 
Dabei wurde angenommen, daß f(ö)$V ist. Ist aber 
z [(o) ü (vo) fo) I" ' (vo) v0,” (0) 0 r R (3). 
so gibt der Verschiebungssatz, da nach der Taylorsehen Formel 12) ftD-+6) 
I) oc ’ 
io) 5 +... Ist, daß die Gl. (1) die partikuläre Lösung hat 
», 
io) 
7 e’ Na Y7 (#). 
. f: (6) 
\ber aueh 
iv) r 
e’ (vr — )\’ on (4 ) 
/ (vo) 


ist eine partikuläre Lösung, da sieh (#4). wo D die Ableitune nach 6 bedeutet, von (4) nur 
um eine Lösung der homogenen Gleichung f{D)y  O unterscheidet. 


Für «dıe Gleichung 
feed . ana ie 
findet man «dureh /-maliges Differentiieren der Identität 


er (0) 


[(D) fi) 


yiD) e”* 


nach o die partıkuläre lL,ösung 


fi 
Fe (vo) 


fo) 


h 
De 











Io), 


icht 


So 
von 
Ist, 


ein- 
löst 
ten, 


(D) 


1’) 


(2) 
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ie nach dem Verschiebungssatz auch geschrieben werden kann 
dio) 
iX (+ Dh (6). 
[(v) 
Ilier ist f(ö)=E0 angenommen. Findet aber (3) statt, so sei f{D) g(D)(D 6)". Aus 
\ \y „gy” y 
(D)(D  Ö)"y glei Xah) folgt nach (6) (D  Ö)"y erX(aet+ DJ" „, daraus durch Ver- 
« « ‘ 2 
/ 
y\®) > ’ . 
chiebung De "ya DD)" ,, also dureh Integration, als partikuläre Lösung von (5) 
Y 2 


eO N (.r H I)" rt fo) 
(k+1)..(h+v) g 


/ 


(0) 1. 

In (7) ıst für 7 0 die Lösung (F) von (1), fürö 0 dıe Lösung (6) von (D) fürh ii od 
ie Lösung (2) von (1) enthalten. Aus den gefundenen partikulären Lösungen (2), (H, (6), (7) 
indet man die zu ., gehörige Hauptlösung am einfachsten, indem man dieselben nach Potenzen 
on ..e a, entwickelt und Glieder niedrigerer als »-ter Ordnung fortläßt. 


Besteht «die Störungesfunktion z aus mehreren Gliedern der Form 
(e9 X url er er . . 18), 


o ist die Integration für jedes Glied einzeln auszuführen, und zwar dureh Bildung der Haupt- 
Iösung. Die Summe der Hauptlösungen ıst die Hanptlösung der Gleichung. Das Verfahren 
ıst auch anzuwenden, wenn z aus unendlich vielen Gliedern der Form (8) besteht, wıe beı 
den Fourierschen Reihen, bei denen alle 7 0 und die Exponenten 5 die positiven und 
negativen rein imaginären ganzen Zahlen sind. Aber auch bei 


2 | Co) er do Te Fo er a a a + 
io) £ e , : . . 
st y  [Okö) er f(ö) do eine Lösung von f(D)y  g«D)z; denn, da hier die Operationen D und 
‘ 
(0) 


vertausehbar, wird f{D)y [Ü(ö)e®‘ [{D 0) „dö | Cko)er X gto)do | Cko)e’ X giD o)do 
« . ( . . e 


2) 


ck) ykD er X do yiD)|Cbö)e "do=y(D):. 


XIII. Wiehtig ıst der Fall, daß ın der Gleichung 


BBBeRs . 2 As End ; (BB 
von „ unabhängig ist, also 1 genommen werden kann. Für den regulären Fall, daß alle 
voneinander verschieden sind, ergibt sich aus AI (2) für 6  O.die partikuläre Lösung ro)’ 


aus der die allgemeine dureh Hinzufügen von VIll(2’) folet. Wendet man aber die Lösung X (3) 
an und nimmt @, als untere Grenze der Integrale, so erhält man die partikuläre Lösung 


; A EHilX Xu) i N 
\ (; edi 3 e 3, Hd H \ l \ - (’). 
— r ni o;] (9;) N of 10;) 
rsetzt man die zweite Summe dureh rw)‘ wie aus der Teilbruchzerlegunge Il (3) (4) für GA, 
0 folgt, so erhält man die Lösung 
a,‘ Y) 
L  # (9) 
fo) Aue o;f'(o,;) . . . . . . ® ö . . . . 
die nach X die zu «, gehörige Hauptlösung ist. 
Unter denselben Annahmen 2 1, 0;==0; ergibt sieh die Lösung von 
ärzıy DI. ) SG 5 BE u | | 
rleich 
‚9(0)) ._° - ‚(0;) [eri(X — No) | i 
\ eriX\e "in d u \ (3). 


.f j 
=” 710) ©; 0 
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\ . . x y(d) ® m_° +.) D.. 
Ersetzt man die zweite Summe dureh ro) wie aus der Teilbruchzerlegung I11(3, 4) für 


 9q,.0..0 folet, so erhält man die Lösung 


m \r 910;) 
0) — fo) 


ei .» . 2 2 2 2 2...» IB). 


Dies ist nieht die Hauptlösung, denn sie verschwindet zwar für «= .r,, aber die n — 1 Ab- 
leitunzen werden für ., gleich 


vrylo)o;" 
— 1'(0;) 


! 


h=0,..n—-2) . 2.2 12 2 2 2 2 2 220. ÄNM, 


und diese Summen verschwinden nur sämtlich, wenn q konstant ıst. Man kann die Lösung 
(6) von (4) auch dahin ausdrücken, daß man sagt, die Lösung (3) von (1) gilt auch, wenn 


statt der ganzen Funktion f die gebrochene gesetzt wird. Denn dann ist f! zu ersetzen 
( 


, Yy f (0;) 
„ , also f’(0;) dureh nn; 
4 qJ 4(9;) 
läre Lösune (3) von (1) als die Heavisidesche?’) zu bezeiehnen. Auf ihre besondere Be- 


deutune ist noeh zurüekzukommen. Es eelten also die Formeln 


dureh In dieser allgemeineren Auffassung ist die partiku- 


„Jh 
Y ‘d _ı 
>» 0 MO)... 2 2 2 m ua .(d) 


— f'(o;) 


nur für ganze, nieht für gebrochene f®). 


XIV. Wir betrachten jetzt die Gleichung 


RE IH ı 8 |) 7 |; 
für z2 1 und unter den Annahmen IX (2). Die Lösung AL(5) gibt ın diesem Fall mit der 
unteren Grenze ı, 

A » ‚I | 
\' d, X ! ‚ u / ») 
Br ENFEL ETUt FR 3 Er Eee a er ai Ss). 
| (k- 1)! | 
2} o Dj 


Das Interral ist das Bernoullische Restgelied für die Funktion (ok also nach IIL(3) gleich 


6-03 | | (x oo.) (e— a)! 
p 0, No 


.) 
‚A ( 0; )" ( o;)" I o;(k nr) ” 


7 
\ / 


Setzt man dies in (2?) ein und ordnet nach Potenzen von .r .r,, so erhält man 





1) ki ı vi; j 
\' \ (# c.) ! ' 0 
j j i e’ı . -Lkı) 4; N A YA ‚d 3 + A 1 A; v; (4) 
PER | PR | l v2 ‘ 93 (v; I)! 
worin die » Zahlen .1;, erklärt werden dureh 
dt; dj» diy, 
Ve Aa 
( 0;) ( 0:3" ( 0;)'' 
(l;» div; 
) die (5) 
( d:) ( 0;) N . . . . . . . . 
(dia 
0; er 
Diese .I,;, sınd die Zähler der Teilbruchzerlegung 
(DD) Anı ‚ 4;, . z 
Y (d I... K=1:,9) ee 


hy) Dp =(D—-o,) 
Multipliziert man nämlich (6) mit D, so erhält man 


\' d;,] h; vr(D 0;) t 03; 
“al 


FH A;k, 
pt ıD o,;) m (D o;)" I; 


‚ Kleetromagenetie Theorv. IE: 9, 337 
“, Ganuster (Arch. f. Blektroteehnik. XNXIV, 1030, 8.381) verwendet sie bei seiner Herleitung der Heaviside 
Formel irrtümlieh aneh für gebrochene, obwohl er sie S. 371 nur für ganze bewiesen hat. 
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«]so dureh Koeffizientenvergleich 


Auı +-2An 0 . . . . . . . . . . . . . . (7), 
A;k 9%; + A, +zı = | 
er (S), 
A4iv;o; din 


Aus (8) berechnet man der Reihe nach die Größen A; »;. Aiv;- 1,.,.1;, und erhält die Werte (5). 
Umgekehrt erhält man aus dem System (5) das System (5), indem man je zwei aufeinander- 
foleende Gleichungen von (5) mit o; und I komponiert. Aus (7) bereehnet man die 
» +1)-te Größe A,,, die als erstes Glied in (4) eingesetzt werden kann. Die partikuläre 
lösung (4) von (1) ist nicht die Hauptlösung. Es ist die Heaviside-Wagnersche Lösung’). 
Für», 9, +01 geht aus ıhr die Heaviside-Lösung A111 (6) von ATI (4) hervor, von 
der wir bereits sahen, daß es nieht die Hauptlösung für diesen Fall ıst. 

Nur wenn g(D) von D unabhängig, also gleich (0) zu setzen ist, ist nach Alll die 
Ileavisidesche die Hauptlösung. Dasselbe findet bei der Heaviside-Wagnerschen 
lösung XIV (4) statt 


\T 0:(x (. N I 
y=Ası +, di“ - WI Aı+A2la -a)t+:.+ Ai; ! I)! 
(vi; ) 
Denn hieraus folgt 
N = 
9, Aıt2Aiı 
’ \' 
„== An+0; Ai 
Y„ = Aa3+20; Anto? di ir arte GB, 





yo — 3 A. +no; A,n-ıt+ 'en(n —- 1)0?A;,un. 2 +.+0;""" Air 
Diese Größen sind aber die Entwicklungskoeffizienten von XIV (6): 


g\D) Avı \ ” A;7 L 
Dfi(D) ID ui (Do) "0° u nn | a (Im) 


nach Potenzen von D ', denn es Ist 
(D-o)*=Dk+koDH Ir ',k(k+4+1)0? DR 4 


Die Ausdrücke (9) sind also die Koeffizienten von D ', D°, ., D " und diese verschwinden 


sämtlich, wenn und nur wenn 4(D) von D unabhängig ist, da dann die Entwieklung von 
q(D) 


| ne vor] 
Df(D) mit /) beginnt. 


AV. Wir wollen die Heaviside-Wagenersche Lösung anders herleiten, indem wir an 
den Schluß von XII anknüpfen, dort 
FT. 
es oe Er Tr 
0 
setzen und die Integration über eine geschlossene Kurve, das Innere links, erstrecken, die 
alle Nullstellen von ö f(ö) umschließt. Nach dem Cauchy schen Residuensatze ist das durch 
2ay 1 geteilte Integral 
läd: 
919) lö 








\eulx N Sarger - (2) 
[to)o 
gleich der Summe der Residuen des Integranden an dessen Polen 0,0,...0,. 
. (6) 
es. e®’ (X = x) e e IE; 92 Fee | ..(9). 
o Kö) o; 
er ”. (6) >. Saar Hr; Tr A;7 i Ka 
Setzt man für 7... die Teilbruchzerlegung XIV (6) I, . „» @=0,1,.,r), für eötx x) 
fo) N (v0 0;)" 
die Entwieklung ei a ro (1 +(ö 0o)le a) + "Ns(ö 0) (le a)” -+..) ein, so erhält man 
Ra i | un (eo — 2,91 | 
als Koeffizienten von (ö  0;) ei (X Ro IA; + Ars(@ a) +.+ Air; | ni} Die 
"; . 
Summe dieser Residuen für © 0O,1,.,r ergibt die Heaviside-Waenersche Formel XIV (h), 
die also einem z nach XII (9) mit € entspricht. 
Oo 


K.W.Wagner: Der Satz von der wechselseitigen Energie. Elektrische Nachriehtentechnik. 1995, Bd. S.376. 
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\VI Die Heavıside-Wagnersche Lösung ist also die Lösung der Gleichung 


IBWEEIBIE : 5 er es ar » X, 
wenn 

| [eis x.) dl (?) 
Iay-i. Fi | | . ’ 
zenommen wird, wo «die Integration ein Gebiet umschließt, in dem alle Nullstellen von öf(ö) 

Ein 2 g(D) . el 
liegen. Hier erklärt sieh das Auftreten der Teilbruchzerlegune von h ın der Heaviside- 

Df(D) 

Waenersehen Lösung AIV (6). wenn man die Gleiehunge (1) dureh die foleende ersetzt 
| | ” nr 
D/(D)y qD, [e' Wdö .. a ;; | 

‚ sl . 


Denn daraus folgt 


l;, | y | 4 
\' en fein Voll SI / / VOIX— X 
/ F ‘ ou’ to A; ( ) 0:) v op oa 
/ — (|) oo)" 2] l. — "On L. 
| "PU X.) (.r r \h l 
\l, dö (nach XI 3? 4,2 eoite— au Fe 
A; nach } (1)) A;j er Nu 
—_ ha Io)! u k 3)! 


Die allgemeine Lösung Al (5) enthält nach VI (#) Integrale, ıst also an die Voraus- 
setzung gebunden, daß diese Integrale existieren, Das legt der Funktion z bekanntlich nur 
zeringe Beschränkungen auf, insbesondere kann z auch Sprungstellen haben, wie das z. B. von 
den Fourierschen Reihen her bekannt ist. Bedeutet z. B. in einem elektrichen Stromkreis .J 
den Strom, A den Widerstand, 4 die Induktivität, A ' die Kapazität eines eingeschalteten 
Kondensators, FE die Spannung, so ist bekanntlich nach dem ersten Kirehhoffschen Gesetz 


E BILEBIHED’ I. . ı 8% 2 .. so. 


woraus sieh umgekehrt die Lösung nach ./ symbolisch ergibt 


/ ’ ) 
KLRDELDBEF ee. 


Wird nun an den zunächst spannungslosen Kreis zur Zeit .r die Spannung E angelegt, so 
haben wir den Fall vor uns, daß die Funktion z in (1) bei .r, von 0 auf einen konstanten 
Wert springt. Es genügt, den zugehörigen Wert J aus (4) für den Fall zu finden, daß dieser 
konstante Wert gleich Eins ist, daß also der „Einheitsstoß der Spannung“ an den Stromkreis 
angelegt wird, den Heaviside mit I bezeichnet‘). Für eine -fache Spannung ist auch 
nach (4) der Strom zu ver-wefachen. Bei mehreren gekoppelten Stromkreisen ergeben sich 
dureh Elimination aus dem dafür nach (3) aufzustellenden Gleiehungssystem »° Gleichungen 
der Formel (1), wenn mit 2 eine der angelegten Spannungen, mit y der durch sie in einem 
der Stromkreise erzeugte Strom bezeichnet wird (siehe XVIID. 

Die Lösung von (1), falls z der Einheitsstoß ist, ist jedenfalls gleich Null für &<.r, 
und gleich einer partikulären Lösung der Gl. (1) mit 2 | für @ >.r,. Heavısiıde fand 
induktiv die Lösune NIIT (6). die von Waener ın XIV (#) auf den Fall mehrfacher Null- 
stellen von f ausgedehnt ist. Die Wagnersche Lösung beruht darauf, daß er die den Ein- 
heitsstoß repräsentierende Funktion z dureh einen diskontinuierlichen Faktor darstellt. wie 
sie zuerst Lejeune-Dirichlet eingeführt hat. Dieser Faktor ıst gleich 


| [ do 
er NA Y,,) Ar a 2 a ä ” ü : . r . . . (»). 
I) | | \ + 
die Integration erstreekt längs der imaginären Achse von einem Werte I] Ibis zu 
7] I unter Umgehung des Nullpunktes mit einem kleinen Halbkreise, der die reelle Achse 
auf der positiven Seite schneidet. Das Integral (5) hat unter diesen Voraussetzungen den Wert 
), wenn a@<.ır, Ist. '», wenn .r Ist, I, wenn >, ist. 
In bezug auf das Re ehnen mit Operatoren und dem HEKinheitsstoß hebt E. J. Berg (a.a.0.,N. 29) hervor, dab 
| I.D ‚ 
B. «J ‘ | e)stn! esanufnahme einer Prosselspule «ıllS dem Strom I RR E, » I und der rer, . R 1 I. D ce 
| L.D ae ' | | 
der Form 77 1°? finden könne, da „wir nur mit der Einheitsfunktion selbst rechnen können und keine 
(R I; 233 
(eg fiir das Reehnen mit 1? bekannt sind. Weder Heaviside, noch irgend jemand anderer hat gezeigt, wie maı 
rbeiten kann‘. Der wahre Grund ist natürlich der, daß man nicht den Operator von seinem Operandus trennen 


kann. eleiel oh (ler Opersmnedtos den | # eitsstohß oder ırırı rdleiıne andere Funktion Ist, 
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er Wert des Integrals (5) wird nicht geändert, wenn man ZA beliebig groß wählt und die 
nterration längs des Halbkreises mit dem Radius AR schließt, der die reelle Achse auf der 
‚orativen Seite schneidet. Damit sind aber gerade die Voraussetzungen erfüllt, die wir für 
as Integral (2) machten, sofern die Nullstellen von f nur negative reelle Teile haben’). So 
:ommt man also auf die Heaviside-Waenersche Lösung '"). 

Der Vorteil, daß man den Einheitsstoß durch einen diskontinuierliehen Faktor (5) dar- 
restellt hat, geht aber in der Heaviside-Wagnerschen Lösung XIV (4) wieder verloren, 
‚lenn diese gibt die Lösung nur, wenn man sie selbst wieder mit (5) multipliziert. Das kann 
nan aber auch mit der in XIV auf natürlicherem Wege zefundenen Lösung machen. 
Und dann braucht man nicht den Faktor (5), sondern es genügt irgendein Symbol, z. B. 
»(I + sgn(#@  @,)) oder das Kronecekersche d1, syn (x— x,) oder das Heavisidesche 1. 

Das Problem der Lösung von (1) für den Fall. daß x der Einheitsstoß ist, ist in diesem, 
wie in Jedem anderen Fall so lange unbestimmt, bis nicht Anfangsbedingungen hinzugefügt 
sind. oder Angaben, aus denen solehe hervorzehen. Keine Form, in der man den Einheits- 
toß ausdrückt, kann dies ersetzen. 


Die nächstliegenden sind die Bedingungen der Hauptlösung 
un v, Yu v, Yu v, ie Yo ) 0 ® , , p . n ö e (), 


die den Zustand des Systems in dem Augenblick beschreiben, in welchem die elektromotorische 
Kraft auf das System einzuwirken beginnt (Carson 8. Il). Für den Heavisideschen Fall, 
daß alle Nullstellen 0; von f unter sich verschieden sind, findet man die Hauptlösung bei 
konstantem z, indem man g(D)z  g(V)-z setzt, und dann X (3) mit ., als unteren Integral- 
40) 
# (0;) 

Dies ist im Grunde die Lösung von Caspar (''), gegen die Gauster (') Einwendungen 
erhebt unter Hinweis auf die Gleichung AXVI (3). in der er statt des Stromes ./ vermittelst 
J DV die Kondensatorladung 9 einführt, also die Gleichung schreibt 


orenzen anwendet. Dabei ist jetzt «; 


ER LRBDBIHGSE 5%. ar nr er a 
Gauster wendet ein, daß zur Zeit «= @,, wo E auf I springt, zwar Q und DO, aber nicht 


I’ (0 Null sein kann. Aber letzteres wird ja durch die Anfangsbedingungen (7) gar nicht 
gefordert, wie auch an demselben von Carson in seinem Buche S. 32 behandelten Beispiel 
zu erkennen ist. 

Für den Wagnerschen Fall der mehrfachen Nullstellen von f oder also der An- 
nahmen IX (2) findet man die Hauptlösung der Gl. XVI (1), wenn z der Einheitsstoß ist. 
indem man wieder g(D)z  g(Ö)-z setzt. Dann findet man die Hauptlösung nach XIV (9). 
Also für g(D)  g(0) geht aus der Heaviside-Wagnerschen Lösung die Hauptlösung 
hervor. 


XVII. Ein System von linearen Differentialgleichungen für » Funktionen „7; einer Ver- 
änderlichen = hat die Form 


fun (D) yı zu (x) (h,k Dr, j : ‚ i : ; (MD. 


Darın mögen die ganzen Funktionen f;, Koeffizienten haben, die von ‚unabhängig sind. 
Setzt man die Determinante 


'fur(D) = F(D). ... a N 


komponiert die Gl. (1) mit den Adjunkten der 4-ten Spalte ad) f;, == 1,.,»), so erhält man 
für 9, die Differentialgleichung 


FD) y, Nadjfn.(D) zu () a  .. 8) 


! 
die symbolisch aufgelöst wird dureh 


i adı f„„;(D) 
1 z Yun» Yııı F(D) Zu (X) re | \' 


»), Uber die Berechtigung dieser Bedingung siehe unter XV. Aber auch ohne sie besteht die Heaviside sche 
\ılgzabe und muß gelöst werden. 

10) Die Anwendung des Residuensätzes soll auf Heavisidesechen Andeutungen beruhen. 

11, Arch. f, Elektrot. 1925, S. 95. 

1?) Arch. f, Klektrot. 1930, S. 360. 
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Der auf 2, anzuwendende Operator ıst die zu f„,; Reziproke in der Determinante (2). Das 
System (4) kann vektoriell zusammengefaßt werden in 
a. Ve 3 

zenau, wie die symbolische Lösung von f{D) y- z geschrieben wurde y= f(D) 'z. Zu allen 
» Gl. (3) gehört dieselbe charakteristische Gleichung F(D) 0, deren Wurzeln o, für die 
Beschaffenheit der Lösungen „7, entscheidend sind. Die Lösungen sind aus Gliedern der 
Form ee" mit konstanten Koeffizienten zusammengesetzt. Für die praktisch vorkommenden 
älle. in denen . die Zeit ist, ist wichtie, daß keine Glieder vorkommen. die mit wachsender 
Zeit unbeschränkt wachsen. Also: Keine einfache Wurzel darf einen positiven Realteil haben. 
Jede mehrfache Wurzel muß einen negativen Realteil haben. 

"ür den Fall der kleinen oder der elastischen Schwingungen eines mechanischen Systems 
von n Freiheitseraden ist in (1) zu setzen 


fn l, (D) End I 4 h,, l I) T Aık> 


Y 


IFSR. 2 [Au Yn I; | 2 burn Yr 


I 


. hj ’ ’ 
wobeı Chk In Ur» 


bzw. die kinetische, die potentielle und die dureh Reibung (usw.) zerstreute Energie bedeuten. 
Etwaige gevroskopische Glieder (by, Prn) Y9n 9, rühren von verborgenen Bewegungen her. 
"ir den Fall eines elektrischen Stromnetzes von » unter sieh ohmiseh. induktiv und 
kapazıtıy zekoppelten Maschen ist ın (1) zu setzen '*) 
fun» (D) I: P’+R,;, D+K,ı;. 


wobei die drei entsprechenden quadratischen Formen bzw. die magnetische, elektrische und 
die als Joulesche Wärme verlorene Energie bedeuten. Die den gyroskopischen Gliedern 
entsprechenden zeigen verborgene Energiequellen (Senken) an, z. B. Verstärker. 

Die charakteristische Gleichung fj, ; (D) =V ist für den Fall, daß b, ; © ist, als Säkular- 
Gleichung, Hauptachsen-Gleichung (usw.) bekannt: ihre Wurzeln für D? sind negativ, also 
für D rein-imaginär. Der mechanische oder elektrische Vorgang besteht. von äußeren Ein- 
wirkungen abgesehen, aus ungedämpften Schwingungen. Für den Fall b,, „ ==0 habe ich folgendes 
bewiesen '’). Erstens: Sind gyroskopische Glieder nieht vorhanden, ist also b,,; = bu;n. So 
haben die Wurzeln nur negative Rhealteile, der Vorgang ist stabil. Zweitens: bleiben die 
eyroskopischen Glieder unter gewissen Grenzen, so bleibt der Vorgang noch stabil; über- 
schreiten sie diese Grenzen, so wird er instabil. Im stabilen Falle sind die von exponentiellen 
"aktoren freien Glieder die Werte der Veränderliehen, um welche die Schwingungen erfolgen 
und welche, falls Dämpfung mitwirkt, mit wachsender Zeit erreicht werden. 

Dadurch hat die Meinung, die z. B. Carson (a. a. 0. S. 30) äußert, daß „diese Be- 
dinzung bei allen Aufgaben linearer elektrischer Netze erfüllt ist“, ihre genauere Begründung 
vefunden. Wenn aber Carson (S. 5) sagt, daß für die Lösungsmethode die reziproke Be- 
ziehung nieht wesentlich ist, so kommt es dabeı auf die Lösungsmethode an. Die Wagenersche 
mußte die Voraussetzung machen, daß alle Wurzeln negative Realteile haben. Man muß aller- 
dings Lösungsmethoden verlangen, die von dieser Annahme unabhängig sind. Denn das 
Heavisidesche Problem besteht in jedem Fall und muß gelöst werden. Daß dies durch- 
aus und mit einfachen Mitteln möglich ist, haben wir oben gesehen. 

Kin Beispiel für ein unsymmetrisches Gleichungssystem der Art XVII (1) findet man bei 
Stodola, der ein solehes zum Zweck der „Regulierung von Turbinen* aufstellt, d. h. „zur 
Vermeidung zunehmender Sehwankungen“. Seine Arbeit beweist wohl die praktische Be- 
deutung von Sätzen über die Beschaffenheit der Wurzeln einer Gleichung. 

-i ’ . g(D) E 

Wir haben uns bisher auf den wichtigsten Fall von Operatoren f(D) beschränkt, die 
rationale Funktionen von D waren, also aus einer ganzen rationalen Funktion und einer end- 
\ (ty } 
ei (]) oO) 
vergenz betreffen, läßt sieh die Reehnung auf Operatoren ausdehnen, die aus einer ganzen 
transzendenten Funktion und aus Teilbruchreihen bestehen, mit unbeerenzter Anzahl 
von Polen o,. Insbesondere Jäßt sich auch die Heavıside-Waenersche Formel für diesen 
"all beweisen, was bisher nur mit Hilfe des diskontinuierlichen Faktors und des Cauchy schen 
Residuensatzes erfolgt ist, also unter der zu beanstandenden Annahme, daß nur Pole mit 


lichen Teilbruchsumme bestanden. Unter gewissen Voraussetzungen, die die Kon- 


negativen Realteilen vorhanden sınd '’). 33T 
13) Vgl. hierzu z. B. Carson (a.2.0,.8.5), der aber die Kapazitäten mit € bezeichnet. Dann ist aber nicht 
(/. IS) €; 5; die Summe aller Kapazitäten in der “ten Masche, sondern es ist C; 5; !T die Summe aller reziproken Kapa 
täten ın derselbe 
14) Wirzelabzählunge bei Stabilitätsfragen 
15, Verl. z.B. Rothe, Ollendorff, Pohlhansen: Funktionentheorie und ihre Anwendung in der Technik 
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Zur numerischen Integration gewöhnlicher Differential- 
gleichungen mit der Rechenmaschine. 
Von Artur Nowakowski in Wien, 
1. Integration durch wiederholte Quadraturen. 
Kin partikuläres Integral y y(#r) einer Differentialgleichung „fr, p sei dureh An- 
‚be eines Punktes .r,, y (.r,) bestimmt und für Werte von ., die dem Intervall 


N L 2, —+ / r m ö r r > A ö ; . 2 r F . r ö R I) 


0 0 l 

ıneehören, numerisch zu bereehnen. 
Es wird vorausgesetzt, daß fr. y) in einem abgeschlossenen Bereiche B der .r, „Ebene 
ine stetige Funktion von 


”,9 mit beschränkten Differenzenquotienten nach „ ist. Für jedes 
Punktpaar @, 9,5; #,9, aus B sei 
Ti, N,) Ei; Y,) BD Ur re a a 


Ist M die Schranke von für, y) ın B, also für jeden Punkt ., y aus W 


f(.r. y) A GG Gr GG Ga Er 
so» soll der Bereich 
LE d Jo I E; „ „ (7) \ d“ Le 


der .r, Ebene in B enthalten sein. 
Wird eine Funktion y" 9° @r) so angenommen, daß die Punkte «, 7" Gr) dem Bereiche ® 
angehören, oder so, daß für, y") JM ist, so bilden die Funktionen | 


„ ka) nl) + 


x 


. 
ed Kell... » : Ha Hs WW 


bekanntlich eine Folge, die im Intervall (1) gleichmäßig gegen y konvergiert. 
Die Integration nach dem hier angzedeuteten Verfahren kann in einer Reihe aneinander 
orenzender Intervalle 


Ky N Le LT . Lm < LT Io 1 a [2 I. 2 ge N " 


und zwar in einem nach dem anderen, vollzogen werden. Als Anfangswert für die Integration 
im »-ten Intervall dient hierbei eine mit ausreichender Genauiekeit ermittelte Näherung 
tür ya...) 


Bezeichnet y," = 9y," (Gr), k 0,1... die sukzessiven Näherungen für y im »-ten Inter- 
vall, #, die Anzahl der daselbst ausgeführten Quadraturen (4) und Y  Y&@r) die Näherung 


für , die man auf diesem Wege gewinnt, so ist 


y 76 y,n a) für In ı SS = Ins Y (.r,) Yılık.) 2 i R a , E (»)) 

und 

„x 
were. IE, Keira 
ud 

Jede Folge verschiedener solcher Funktionen Y«@r), die zu versehiedenen Zahlen N\-tupeln 
,.hy...hy gehört, konvergiert gegen y, wenn die Zahlen A,,%,...ky unbeschränkt wachsen. 
Von nun an werden die Punkte .,,.*,....-y äquidistant mit der Spanne r, 5, Mh 


vorausgesetzt. 

Die Quadraturen (4) und (6) können nach bekannten Methoden mit Hilfe eines Diffe- 
venzenschemas des jeweiligen Integranden, oder auch auf Grund der Lagrangeschen 
Interpolationsformel durehgeführt werden. In diesem Falle wird in den einzelnen Inter- 
polationsintervallen nach Formeln integriert, die ähnlich gebaut wie die Newton-Cotesschen 
\ittelwertformeln und sehr leieht mit einer Rechenmaschine auszuwerten sind. 

Im folgenden wird ein solches Verfahren beschrieben, der damit verknüpfte Fehler ab- 


eschätzt und die Konvergenz gewisser Folgen verschiedener nach dem Verfahren zu „e- 
vınnender Näherungen für y untersucht. 
2. Numerische Ausführung. 
l. Zur Integration im Intervall , ,<.r#,, In ..N, approximieren wir die Inte- 
zranden in 1 (6) dureh Polynome r-ten Grades mit den Interpolationsstellen 
In »» ' N I l Lu ı 3 Un, ..%. N, » 4 r» * . ” . . * . . “ (N). 
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Hierbei ist » eine der Zahlen O0, 1, 2... und p= 1,2,... oder r—+1, so daß das Inte: 
erationsintervall eines der Interpolationsintervalle ist oder an diese anschließt. Wie an späterer 
Stelle gezeigt wird, ist die größte Genauigkeit zu erhoffen, wenn das Intervall «,„,_,,.r, das 
r—+1 r 


-) ») 


mittlere oder eines der beiden mittleren der r Interpolationsintervalle ist I» 


y 
oder t |. 


.) 


An die Stelle der Funktionen y,",%»° 1,2..., dieman durch die exakten Quadraturen 1 (6) 
erhält, treten Polynome r + I-ten Grades. Diese seien mit 7," 9," @@), die Näherung für yy, 
die sieh ergibt, wenn man y im »-ten Integrationsintervall durch das Polynom ,"" (n=1,2... N) 


», (re) bezeichnet. Wiır setzen also 


approximiert, sei mit / 


(x) 7 „"rle) für or eK Dar MM 1:8. N, 7) (.r,) BIER: 5: 


„ l [2 


An «die Stelle der Integranden f@r, y,") in 1(6) treten Interpolationspolynome der 
Munktionen 
Er Ta Fer ee 5 ra 


/ur Darstellung dieser Polynome und ihrer Integrale setzen wir der Kürze halber 


pr fr, .» 7 . Bu Eu 


nn!’ 
benutzen die Veränderliche 


/ ke N uo 
h ' 


bezeichnen mit ?7 "die absteieende Faktoriıelle 


rrt— tft I)...d r), 
Il 
ya 1) Aa ı) ( 1)’ —o Al + 1) 


i o9=VU ’ 
/ %h =; o'(r VER 0 e la - R i (4) 


die Polynome ın der Lagrangeschen Formel, wenn F°=0,1...r die Interpolationsstellen 
sind, und mit (8, Do” die Polynome ') 


/ 
AR) FE 1 722 | EEE EEE Pe 
Dann sıned 
d y Fe \ . l Li ur " 
ne P | h |; Bas 2 u a a u 


Jene Polynome »-ten Grades, die an den Interpolationsstellen (1) mit den Funktionen (3) über: 
einstimmen une 


" i A Lu Ka 0 . r 7 
Ya Ian -JrR \ & I» 1 h . B=nt.,.. BeLE..N. . 


die numerischen OQuadraturen, die an die Stelle der exakten Quadraturen 1 (6) treten. 


lın besonderen ist an den Interpolationsstellen: 


/ 
K nieu_.) Prh>Tf, (p EHE, ER, Keil... : : 5:5 
ıl 
une 
AR ' N" (Mn ): 7 (.r,, ); I Ei; . . . . . . . R . . (). 
In der Regel wird man 7," so annehmen, daß y," (Gr, )= (ae, ,) ist, dann gilt (9) auch 
für &=9: 
| r ’ 
‚ Bei dieser Bezeichnungesweise sind Ey, r) ö ' | TE Bi he: = " nd ( l,r+]) die Gewichte in den 
] } 3 r+2 ) 


\lıttelwertformeln nuch Cotles \lıe l,aurın und Steffensen. 
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Die Koeffizienten (p — 1, v)o” können dureh Ausführung der Quadraturen (5) berechnet 


werten. Die Tabellen 1, 2 und 3 zeigen (0, do’ für r—=0,1...5,0- 0,1...r, f I,Oo,1...v,r+1 
| | | Sr 
und für #: "En SER Die ın (8) benötigten Zahlen (p l.») ergeben sıch leicht 


nach der aus (5) folgenden Formel (a,b) (0, bo" (O,a)o’. 


Wie später bewiesen wird, sind die Iterationen (5) bei hinlänglieh klein angenommener 


Spanne 4 unter eewissen Voraussetzungen konvergent. Dann bleiben die Beträze a yR —1 
} ıy 
»-0.L...r, von einer hinreichend großen Zahl % angefangen, unter jenem Maße, das bei der 


nzuwendenden Rechengenauigkeit gerade noch berücksichtigt werden muß. Ist «dies von 


,  k, an der Fall, so brechen wir die Operationen ($) nach der Ermittlung der Zahlen 7" 
ab und setzen 


7 (‚r) =? „f H (.r) für I ‘ % Ep 


: 
k, 
„ 
ls Anfaneswert im n — I-ten Integrationsintervall angenommen. 

/ur Integration von .r, bis .„.;, werden in der Regel r und p gleich wie im #-ten 


Integrationsintervall gewählt und y, Hl ri 


Hiermit wird das Polynom 7" als Näherung für y im sten und Zr ya (a,) (a) 


ET „ 


angenommen. Dann sind die Zahlen 3" ,, . nW.ı 
1, a 


fürv»—=0,1...r - 1 von der Integration im »-ten Intervall her bereits bekannt, während »" 
9 


auf Grund der Gleichungen (7) nach einer der Formeln 


) 
„7, fir en in | hy’fun (m, r+1l),, u 0,l1...odrr . . . (0 
r—( 
zu berechnen Ist. | 
Waren h,r und yp zweckmäßig eewählt, so wird bei diesem Verfahren oft sehon ein- 
oder zweimalige Ausführung der Operationen (S) (#, Il oder 2) genügen, um «die Beträge 
ut 1„) hinreichend klein zu machen. 


in a 
Wählt man z.B. r 3, p° 2 und setzt man in (S) (A. lo" (0, 9)o* (0, 1).°, wobei die 
/ahlen (0, »).° der Tafel 1 zu entnehmen sind, so erhält man das folgende Rechenschema: 











k I; / / 
i > RL: Ro: ap ‚Ai V, 
0 »/—-1 > I 0024 
7" N Nun) 
2 \ 1 15 15 ] 24 
hi 
4 () | | | 1 
„! I ni? 
n,d4 n—j 
S . > 15 (‘ 1 WW 
I 
| 
n" Hl (a 
! Z > 
) x 7 1 | .) S ) 


2. Kin und dasselbe Polynom kann auch in zwei oder mehreren Interpolationsintervallen 
als Näherung für y (#) dienen. Hiermit wird die Integration der Differentialeleichung in zwei 


oder mehreren solehen Intervallen zugleich vollzogen. Soll dies z. B. von .r,,, „bis or, ge 
schehen, so sei 
» . _ . ’ . /, l, ’ / Ü ij ‘ 
mo Hp p 4 Ds 4 p u. 0 v, | = ] Pr mn i 7 m (.i MT ) . / . farm . u, h 
und "m" Gr) das Polynom » + I-ten Grades 
1 
I, \ B f ] ! Nıno ; 
I), Nm g) h Pi I» 7 n 
ren ‘ 
o—( 
Unterscheiden sich die Zahlen 
/ 
TR yaylam th, P: Eee We ) 5 | 9 DENE u | | | 
Z iu) 
ir #0 %,, hinreichend wenig von „" ', so setzen wir 
mV 


(ur) mn (ir) A Eee oe > me B (12). 
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Soll die Integration in gleicher Weise von .r,, bis #4. fortgesetzt werden, so kann 


2 ’. " 2 [3 s * u I » 
man für „=0,1...r—qg etwa Na +4» Nm.» und fürv =er -—gq+1l,r—q+2,... auf 
Grund g-maliger Extrapolation nach (10) 
? 
u () | Gy a de r 0 
Nm Nmtar u h> (r +1 u vd AR geh tee 
„” 4 
annehmen. Hierbei ist vr 1° .0<r Diese Beziehungen können auch wie folet ee 
schrieben werden: 
ı tl z em t 2 
pe ’ 2) 7 nu d’,) fi 7 I p N ’E IE yp t- ‘4 r I. Mm p -? 
und 
/ 
- u . | J | z -_L. ? er ı 
pp ag Fr mg (o) h > 0 | Ö ,ı Mans), | 
7) ( au / 


7 r | o<Tr, für 7 m p+tr+1l m p+tr+2,...m PFr+4. 
Kine vergleichende Beurteilung der in verschiedenen Fällen zu erwartenden,Genauigkeit 
läßt es als empfehlenswert erscheinen, die Interpolationsstellen symmetrisch zum Intervall 
a .-,, anzuordnen; d. i. entsprechend der Gleichung r +4 2p. 


77 ([» m 


Wählt man z. Ber 2,» 2,9 2,0u=r 3, so gilt das Rechenschema: 




















inet nr h ) k— 1 1 ) 
|; ) ar l Bas 2 
1a . 
] Z ] / Im ) ) S - 1 
/ m, 
3 
n |Ym,a  "lEm—2 | ! | 
7“ ) —,() -() -() 
a ap 2 m +4), ] gr + 2,0 Tg +2,1 
1 /ı 
37° 7 ) 0) $' 
Jı 17 m ) > 
| 
n N” | s () () 
Jh m A m J | 


An späterer Stelle (Abschnitt 5) machen wir davon Gebrauch, daß man von einer 
Näherunge, die nach dem eben beschriebenen Verfahren genommen wurde, auch annehmen 
kann, sie sei dureh Integration nach Ziffer 1 gefunden worden. Hierzu setzen wir im Nach- 
hinein für 2, ,<2<Ssa., n=m—q-+l, m—g+2,...m: p=p—q+1l, p—qg+2,...p 


1 


r. 1 
und yy nm, 


Dann findet man nach (7) 7. m". In den angeführten Intervallen ist in UÜberein- 
stimmung mit (2) und (): y (ar) rn (ae)mit k„l. 


3. Beziehungen zu anderen Methoden. 


I. Die in Betracht kommenden Integrationsverfahren beruhen auf gewissen (uadratur- 
formeln. die nun mit den hier verwendeten verglichen werden sollen. Hierbei bezeichne: 


Fi.) den Integranden, @ (.r) das zugehörige Interpolationspolynom r-ten Grades mit den 


Interpolationsstellen wur, tuh, ua, l...r, (r=2s oder r=?2s+tJ1), F, F(#u) = Glru) 
die Funktionswerte daselbst, I”, vr = 1,2...r, vo», v»—+l1l,...r die aufsteigenden (hinteren 
oder linken) Differenzen nach dem Schema: 
=F-l En Mil, NE u u  .° 
J ’ | 1 u i 
(4,9), ne, ‚ft ,,r=0, 1... r die Funktionswerte, Differenzen und Mittel 


werte nach dem Schema: 


| | | 
(u.Wd) F r u 3 ‚®ı 
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Wird @ (x) nach der Interpolationsformel von Newton-Gregory, oder, in den Fällen 
>s und r=2s +1, nach den Formeln von Stirling und von Bessel dargestellt und 
ie folgt integriert, so ergeben sich die bekannten Quadraturformeln °): 


N +1 
i f_ | T- .) ZN B - 
h | dla) dir Be I ) I, 71» Fr - S M we ö r a . a M ö u ° (a), 
X, 
Xr 
4 0.001 
] lec)au F', > $ 1» Fi 4 i* ER ; ’ r ; A ‚ R : (3b), 
Er 
V-+1 
| [« / + Id let | 
>. r(e)da (S,V0) ra ED, Iso! (+), 
N, 1 
AHi 
i | | | Il | 
n Jewa. (s+5.0) TIL t > >| Frage no 1) (»)) 
Ko 


Kxistieren die benötigten Ableitungen von F(.r) und bedeutet 4 eine Zahl des Intervalls 

I. 9-1, so lassen sich die Beziehungen zwischen den erwähnten (Quadraturformeln und 

solehen auf Grund der Lagrangeschen Formeln unter Beachtung der Restglieder mit Hilfe 
ler Zahlen (u, »)o” wie folgt darstellen: 











Xrtah Xrtgh 
| f r+] ( l) r+] | x 
Fa)de—n't' (E)(r,g+r) | ac) dw 
Ih / I +1 h 
N) V, r . . ° . . . (3), 
/ / 
\' p 4° \'(r.r+ "FF 
24-41, 4=2 hnr+o),Ffe 
( 0 0 
VL "qyh Nut gh 
ae 25+2 n(2s-+2) ,z | 1928542 Er 
Kır)d.r hı l (£,)(s+1 (8 1 t 4), n (ı(.r)d.r 
h . 2 +2 h . 
Zn yh X yhı ( I’) 
\'(o 4,64 q)5°(s,20) \'(s 84 q)°’ Fo 
ng” z 0 =. 
X. (1 y)hı x + (1 y)h 
| [Ir ve a Ne De ee 
(r)a,r l 1 e,)(S-A41,.S- ()., er (e)edir 
h , | + / Ds 4.» Ih. 
vtah astah ae 
N | s I ) | 
\ (o | Hy, 0 95° 4. z AR, \' (S 4 N | 4) N Fo 
—() - Da 
Hierbei ist = &=.,, i=1,2,3, für g>V: n,S&5=r,+gh. Stellt man die 
Differenzen und die Mittelwerte durch die Funktionswerte dar und setzt man hier y +1, 
und 0, so übergehen die Ausdrücke (3). (4) und (5) in (9. A) und (5°). 
2. Fortlaufende Extrapolation nach Steffensen. Sind y(am u), u=lh,2...r +42 
bereits bekannte, ausreichend genaue Näherungen für y (rm u), So Ist 
R 
ER DI De h>' fa, nl) L,r+1 ), gsem—r—1l1+Pp .... (2) 
[B) 
ie Näherung für y(.r,,), die nach diesem Verfahren gewonnen wird’®). 
") Siehe etwa Willers: Methoden der praktischen Analysis, 10, 12, Formeln (13), (25), 228) und (1), (10), (6). 
”) Interpolation by Steffensen, Baltimore, 1927, 8 17. Für die Koeffizienten Fo, Fıy,... in den dort ver 


ndeten Quadraturformeln des offenen Typus gilt bei geradem und bei ungeradem » 


M 
r2)F4ı ( ,r41)r, » y Kirn und (r-+2) Fı 14a Wer , =B1... 
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Benutzt man die Bezeiehnuneen. die ım Abschnitt 2 verwendet werden. setzt man 
'), und bedeutet 


u ’ \ 
p el pi en z B) O1 ie / . ylmo), Fa (mo , 


„ - imo No 


7 9m r) das Integral des Interpolationspolynoms, das bei der numerischen Quadratur (22) 


inteeriert wird. so ı1st 


/ 


hı \ f' | 1." . | (x  ,) 


/ 1 TT PAR 7 u: 3 und m) TRRLuT, (283) 
m 
Setzt man dieses Verfahren fort und betrachtet man die Funktion (Cr) 1," @r), für 
nem, m-+l,..., so hat man #4 2 stetige Kurven durch die Punkte .r, », (a), 
' r Em 2 Jede Kurve besteht aus Parabelbogen r + I-ten Grades, deren 
jeder sieh über #2 Intervalle erstreekt und über dem letzten «dieser Intervalle die 
"unktion (dr) darstellt. Diese ist in den Punkten .r,, 1. «ns... unstetig. 


tl. Fehlerabschätzung bei Näherungslösungen gewöhnlicher Dilferentialgleichungen erster Ordnung. 
I. Es sei eine Funktion 2 z(.r) vorgelegt und der Betrag 4 z zu schätzen, um den 
man z ändern muß, wenn man das partikuläre Integral 4 yCGr) von y- f@r, y) erhalten will. 
Von z(r) wird vorausgesetzt, daß die Punkte ., y= z(.r) der .r, „-Ebene für @, wur, +1 
im Bereiche WS enthalten sınd. Außerdem nehmen wır vorläufige noch an, daß z(.r) stetig und 
differenzierbar sei. Dei Näherungslösungen für y(r) wird diese Voraussetzung häufig nicht 
zutreffen. Die Änderungen, die in solehen Fällen an den folgenden Abschätzungen vorzu- 
nehmen sind, ermitteln wir an späterer Stelle. 
\Wır bezeichnen mit 
vo rle) "(#.2) 9 2 die an zur) anzubringende Berichtieung, mit 


rt" ei.) WIN, 2) I(.r, 2) A : i ; : R ä r . i ‚ R i N ; (1) 


den Widerspruch, der auftritt, wenn man z statt yın y für, y) einsetzt, mit 


I 
„H nee) LIN,Z) kr.) H-\f(r,z) de EEE rrerr rk-i 
\o 
die erste Verbesserune von 2, die sieh eraıbt,. wenn man ın emem Iterationsverfahren nach 
Id) y„" z und dementsprechend "2 -+- m setzt. 
Offenbar ist «’ = mw. Setzt man in (l) und 2) !=y - v"=fa,)-vV unddz=y-v 
\ 
ta, TÄaR? ) d.r ", S0 wird 
\n 
\ 
Ei Fi, ) Fi, 2) m. Ik fir. ) fir. 2)| dr + u , RP F 
Von 
ls sei nun 9 == Of.) eine Funktion, die der Bedingung 
(uw, ) fi#,%) I = (ar) l e 2 : : . E ; ; ! - r ; i (9) 


venugt 

kann man vermuten, daß sich z nur wenig von y unterscheidet, so ergeben sich Anhalts- 
punkte zu einer schätzungsweisen Beurteilung des Verlaufes von Y(.r), wenn man Of“, 2)[0 2. 
.), oder Differenzenquotienten [für 2.) fer, 2,)]:(2, -2,) für einige Werte von . oder 


für einige Punktpaare .,.2,:.,:2, In der Nähe der Kurven 2 z{r) und 9° y(#) berechnet. 
“ührt man Yda) in (d) und (4) ein und berücksichtigt man, daß # » ist, so wird 
“x 
Be ir W|, F \( ov\ dx [A r : : eo ö ; a (6,0. 
wn 
A 
Odx 
Wır diviheren (6) dureh die beständig positive Funktion SS (uw) = ex” ‚ erhalten 
d ‚ it 
S), 
d.r N N \ 


integrieren von ., bis. und multiplizieren schließlich mit Sr). Da das Zeichen bei (diesen 
Operationen seine Geltung behält, ist 
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ya), 
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+1 
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(1) 
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‘ 
‚f[\Ww 
i VIE.) D N — dt. 
ER 
” A ()) 
r r r ‘| 2 du 
ya) ze) V und V=V(&)=S||y(&,) — 2 (2) | S 
. | 10 
»ine Oberfunktion für |v 
x 
Führt man in (7) die neue Veränderliche y = y(a)=\0 » de ein, so wird 7 Qy 0 u 


Yo 


/‘r.)->0. Nach dem gleichen Verfahren wie beı (6) ergibt sich 


I "0 
— = (10) 
dr An) > 
x 
"0 a m: 
und y s| r dx. Zufolge (7) ıst v y' « ; daher 
BuT 
‘x 
"/u|% 
u(x) — 2(x) ul, I s| di: a a er ce 
IS 


Um die in (9) und (11) auftretenden Oberfunktionen für 4  z zu vergleichen, setzen 


wir ın Ve! « ", integrieren teilweise und erhalten 
x ‘x \ 
[ n ’ [ u a u m Od 
dlıa dr ti.r,) Id. 
IS Is Ss a ride 
Vo Vn Rum 


Hiernach ıst 


„N 
| m | 
\ SI ud(a,) -| ‚de WIE 5 4 ae mr aa van ke REN 
| » | 
Yo 
also #0 +0 jedenfalls keine größere, wenn mw= u’ von a, bis .» nicht zeiehenbeständig Ist, 
sogar eine kleinere Oberfunktion für 9 z als V. Dafür erfordert die Berechnung von 
" +1’ eine (Quadratur mehr als die Berechnung von V. 


Wird eine Konstante CE so angenommen, daß die Bedingung Ylr) U. B für 
“#00, + IT erfüllt ist, und setzt man zur Abkürzung ıw(a@) fin sup ae(£) ,„ ale) fin 
sup #(E& für», &°- 0, so folgen aus (9) und (11) die Beziehungen: 


Tr 


- et (A N) | 
year) z() Ylır,) 2 (mw) et (X X) + mw (ir) (' 3°? 
ya)  2z() ul) +ula)(S DM ul) Hula)(e X Ro) il) . . di4 
für Lo MR Hn am l. 
») 


2. Wir nehmen nun an, z(.r) sei eine stückweise glatte Funktion, d. ı. eine stück weise 
stetige Funktion mit stück weise stetiger Ableitung. 

Kine Funktion wird in einem Intervall als stückweise stetie bezeichnet, wenn es eine 
/Jerleeung des Intervalls in endlich viele Teilgebiete gibt, so daß die Funktion im Innern 
eines jeden von ihnen stetig ist und sich bei Annäherung an den Rand eines jeden Teil- 
vebietes von innen her bestimmten endlichen Grenzwerten nähert). 


Ri 
Da yund y stetig sind, sind» y-z und ve y(la,) + \flr,z) de  z stückweise glatt 
No 
und haben dieselben Sprungstellen wie z, jedoch mit entgegengesetzten Sprüngen Die 


Funktionen »’ und == w’ sind stückweise stetig, y ist stetig. 


Die Beziehungen (1) bis (S) und (10) gelten in den inneren Punkten der Teilgebiete, in 
(lenen die Funktionen, die in den Beziehungen auftreten, stetig sind, und für die linken und 
(lie rechten Grenzwerte dieser Funktionen an den Sprungstellen. 


Es bezeichne 


2(&, +0) —-z2(&,—0)=ec,, o—=1: 


eo 


ww 
. 


', R.Courant und D. Hilbert: Methoden der mathematischen Physik. 
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die Sprünge von 2 (.) und e, die Zahl 
©, OlEH) HKCn) AR 
\ ’ - = 3 e I.> 
Setzt man .r, E,.0,+1 & s0O sel er, 0 =LÖ,.. Ss. 


Inteeriert man (8) in den Teileebieten, ın die das Intervall 


“2 > durch die 
 zerleret wird und addıert man die Inteerale, 


so erhält man die 


| nstet izkeitspunkte von 
Uneleichung 


| . 
"(ir v "(.r) in ı ° Th en . u 
Ar \ dx für ST-1 KL ° Sz R 
N ——— N (u) - " . ie 
I vo 
Setzt man nr (zZ, v) n(& O)I—+- CC, und multipliziert man mit N, so erreben sich 


an Stelle von (ID) und (15) die Beziehungen’): 


7 ] x 
Vv, V=V IN [ de Ir’ 
ni.r) (r) , Ye) N wrg5 a N 5 ’ 
2 ' I 1.02 2 Ste.) R | ( 
0 au 
| 
y ‚e Kum 
\ ME ia 10) | yr ” ae .y/ 
ee) (a4 mir) (' 2 für m" 7 Yi S7 (15 F: 


Wird (10) in ähnlicher Weise behandelt wie (5), so zeigt sich, daß die Beziehungen (11) 
und (14) unverändert bleiben, wenn z (.r) stückweise stetig Ist. 

>. Bei den Methoden nach den Abschnitten 2 und 3 kann man als Näherungen für y (.) 
in den einzelnen Integrationsintervallen jene Polynome betrachten, die durch Integration der 


Interpolationspolynome entstehen, dureh die die Integranden bei den numerischen (Juadraturen 
approximiert sind. 


Wurde ein Iterationsverfahren nach 1 (5) und (6) durchgeführt und setzt man 2° fu 
und dementsprechend u (a) = yrrntl  y®n, beides für #,_.,<#e 0, n1,2...\, so ergibt 
sich ya) Y(r) in m (2) (8 LTR ET Eh PIE BAR, 2 


I. Zur Fehlerabsehätzunge bei Näherungeslösungen von Systemen gewöhnlicher Differential- 


oleichungen verwenden wir gewisse Maßzahlen, die jeder Matrix zugeordnet werden können. 
Im folgenden bezeichnen wir Matrizen im allgemeinen mit I, 


8; solehe mit einer Spalte 
auch mit a,Dd,..., die sogleich zu «definierenden Maßzahlen mit 0; $M},... o;tbN!... i= 
2,5, 4, bei Aussagen, die für © 1,2,3 und 4 gelten, mit ot A ,..., oa}. 

Ist Mo faury, a 1,2...m, v 1,2...» eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten, 
> tray die transponierte, MU tdun»y die konjugierte, A 


(Ay, die transponiert-kon- 
iurterte \atrıx. A 4 (lır y - dıe Matrix der \oduln von p, 


„I, so seien 


„ HH 
0 sup Y’ au» und 0,49% sup N’ dur 
l DT | 


jene Zeilensumme und jene Spaltensumme. von U, die nieht kleiner ist als die 


übrieen 
solehen Summen, 

» y | m „ | 

O1, „' Vausdupl? lau ?)2 

| r=] ‚=! 
die positive OQnadratwurzel aus der Spur, d. ı. aus der Summe der Hauptdiagonalglieder 
der Matrix 

TER \'a.d Ze, 1.23 MM 


endlich o, 4213 «die positive Quadratwurzel aus jener charakteristischen Zahl von WA, die 
nicht kleiner ist als «he übrigen solehen Zahlen, also [o,$21}]” das Maximum der Form 
U 2Lır mit der Nebenbedingeune ı*"r 1 für im übrızen beliebige x Ir, 


ip. 


i I 
(x) lır # LEER: Ur ARE 1" ] er 
’ 


unktion I’ tatsächlieh von 


: fürn IE an, 
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Ist a ta,}, so folgt aus diesen Definitionen: 





„ I 
9,1, SUP Aa, , 9,1959, Yafa (N ä,a,)? 
ı ı l 
(16), 
[2 
0,14} Nu, ot a > oa, A, 0o{a}, 0 1,2 n) 
v=] 
I Ka Iaı IaN Ka Ka Ka ji 
Vn 0,10, 0, ,14,>0,14, 0,84, 0,14, | nm o,\(4, ;. og ru dd RE 
Ist a, =d,—...=qad,=Ö, so Ist ota}=0 und umgekehrt . Eis DR 
Ist a, A 2 75 ae DI), soist ofa}sofdb}; . .». » >... (19). 
Ist AAl=tkaurt, so ist oX$kN) BIRTBE . sa een er ee N 


Haben A und 3 gleich viele Zeilen und Spalten"), so gilt die „Dreieeksungleichung*“ 
oA+HB} otA,+o{d, Eee ae ea 


Hat & so viele Zeilen wie A Spalten, so gilt die „Schwarzsche* Ungleichung 


Sind #,,0..1,2...s die eharakteristischen Zahlen’) einer quadratischen Matrix X, so 


erfüllen die Moduln 'z, die Ungleichungen 


Ö 
_ 


fo! DIN = 2.8, 13 a.%, ; j ; ; 2 ’ ; i j / (23). 


Die vier Maßzahlen o; 0; 21%, MU Sau») genügen den Ungleiehungen: 


Ey moO, „Erz eyno, HGNn9, = mo, (SH). 


Bezeiechnet x x(f)  &r,(h)} ein System stück weise stetiger Funktionen, D dv) td} 
ein System stück weise glatter Funktionen und Dy -tDy,„(H} Derivierte, so gilt: 


I 7 
ot\xrdt! \ofxydt Dotv, ET } . (35, 26). 
dl (dl 
Ks sei nun 
a EL. a RE KR ae Rs, Zu: ar A De, FE 


oder, ausführlicher geschrieben, 
u =hi2 0... ed, 


ein System von n Differentialgleiehungen, y vr) die partikuläre Lösung mit den Anfangs- 
werten y (#,), 3 36r) ein System stetiger, stück weise glatter Funktionen, dessen Abweichung 
von vu geschätzt werden soll, und (x) Jury, u,V I,2...n eine Matrix, deren Ele- 
mente Qu» Qu» (ir) 20 so angenommene, reelle, nicht negative Funktionen von .r sind, daß 
das System von n Ungleichungen: 


HE. -He.DdSsHs-i ; a 3 a EN ur ar ra cr 
„ 
IIful2,9:::%) —fl&,2,-::24) > Quer, — 2, v=l2..:.n) 
j l 
ım Intervall © .r  .r,—+ I erfüllt ist. 


Setzt man d 302, so folgt aus (25) und (22) 


(u 


oktlr.d) t(2,3)} ox 3 Id) a ne a er a Fe re 5 


Ist das Svstem (27) linear und U die Matrix seiner Koeffizienten unter Wegfall der 
Beschränkung Q 0, also etwavy’  Qp +g, so folgt (29) aus f(r,v) Far, zd)eGWm- 3) Tv. 
Setzt man 


. 
w=Ww(r)=flr,3) —3; w=ula)=yla,) tits de —:: . - (RW, Bl), 


ur) 


‘), Die Beweise für die folgenden Behanptungen sind leieht zu erbringen, müssen jedoch Raummangels halber 
ortbleiben. 

‘) Das sind Zahlen mit der Kigenschaft, daß das System Cr %r 0 dann und nur dann wenigstens eine nicht 
erschwindende Lösung x besitzt, wenn # eine dieser Zahlen ist. 








‘ . ' : x a R a /tsehr. f.: re 
Som N\owakowski. Interration eewöhnlieher Differentialeleichuneen a age: 





so erhält man 


x 
ver, y)— la, )+Ww; Dd=ilf(a,y) —fler,zd)Jac+u 


0 


und mit IHhilfe der Beziehungen (21), (25), (26) und (29) die Ungleiehungen: 


+ 
- 


Ay nn nı\ ' \. inyı m . ).) 9% 
oo \d, OA yOıd, 0o\W,: Od, \oXX,oXdy da o\u, + (82, 38). 


behandelt man «diese Ungeleiehungen ähnlich wie (6) und (7) und sehreibt man zur 
Abkürzung 


TS 
nn. 
E 

- 
E W 
-- 
_— 
m 
- 
EZ 
177 
De 2 


so ereibt sıch 
Ya) —2,l2)) zsoiu; rUsTV, v=12...:M. 2.0.0.4 (34) 


für 1. sr sa, +/. 


Sind die Funktionen 3 3(.#) stückweise stetig, &,.&,...£, , die Punkte, wo eine der 
“unktionen 2, (#) unstetig wird, ,,0  1.2...s - 1 die Sprünge von 5, und setzt man &, .,, 


r „+1. co. 3() -d(ar,), so hat man 
r ] 1 
u: rc \ "oO ww; | 
2 “ od E ' | .; > > 
| S \ end | 21) E 8. << 5; 
| re) (So) “ >) 
O ( \o 


während der Ausdruck für U ungeändert bleibt. 

Besteht «das System (27) aus drei Gleichungen, so bedeutet jede der beiden in (34) an- 
zegebenen Oberfunktionen für oo, füro  o, oder oo, und für o -o, die halbe Kanten- 
länze eines Würfels, den Halbmesser einer Kugel und «die Halbachsenlänge eines Oktaeders. 
wobei der Körper den einen der beiden Punkte 9 oder 3 enthält, während sich der andere 


im Mittelpunkte des Körpers befindet. 


3. Fehlerabschätzung beim vorliegenden Integrationsverfahren. 


I. Als Näherung für y (r,) erhält man nach Abschnitt 2, Ziffer 1°) eine stetige, stück weise 
glatte Funktion 7 (x), wobei 7 (x,) = y(x,),n (a) = n."" (a) für 2, <esau,n=1,2...N ist. 
Als Widerspruch 8 = 8 (ae, )=fle,n) n' ergibt sich dementsprechend die stück- 


weise stetiee Funktion 


/ 
H ( 1 } ) [\ f ) h, ' d 7 [7 für } } } 
Ä I dr no n 
Setzt man a0 (a. Fr) w,(a) = ae,, so gilt 
w (0,1) w.i2) Für 2; ' Pi. (D 


IHlıerbeiı ıst nach 2 (6) 


Wie man leicht feststellt, ist ve (@,.y |.) 9. 


m | 
Als erste Verbesserung nv = u (ae, n) la) + \fer,n)de nm ergibt sieh zufolge 4 (2) 
A) 
die stetige, stück weise glatte Funktion: 
n=-i x \ 
vwvie,n) > \ar, d.r \a",, dr für Yu x as URN la; }) 0 . . s (9). 
y’-ı AÄr-ı n—i 


In den meisten Fällen wird man eine zur Fehlerabsehätzung ausreichende Genauigkeit 
erzielen, wenn man a für areas rss. ..ry berechnet und die hierzu nötigen Quadraturen 
nach der Simpsonschen Formel vollzieht. Setzt man 0, (@,») 3%, ,. So Ist dann 


) Das Folgende gilt mit entsprechenden Änderungen auch für Näherungen nach Abschnitt 2, Ziffer ?. 
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Yy 7 
» Jh . \ 
I, x G; Wu pn- tI3Wwn,n-1 t wu D ri Andre . CE PL Re ,‚ (4) 
» Fr “ 
Yy l Wr 1 


vobei das Restintegral bei der numerischen Rechnung vernachlässigt wırd. 
/ur Ermittlung der erforderlichen Werte von ww, hat man nach 2 (6) und (7) die 
(Gleichungen: 


\r,maf. 1) 
I, p , I\.r, 1 JaRET 1) $ Ip | (9) 
7 4) 
/ 
Ä Word L\® 
7 (.,, 1 7 1, ) Jı \ Er Ip “ p > i _ b \ 2 (6). 
% ( 
INT An -] BR 
Wno>-= on Ino \ ! \ ; } ; ; . ' - ; - : b (4). 


Mn 
u»? 1 FR 


Ist dann 9 ©) eine Funktion, oder € eine Konstante, derart, daß die Ungleichung 
(,y)-fla,md)\:|y—ıy V,C°.B von .r  .r, bis „re, erfüllt ıst, so gilt nach 4 (11) 
oder 4 (I4) 


Xu Vj, \ 
VEN dx 
7 (.r) 7 (.r) Hu (r,, u |) rexo le u ut () dr ' i ()), 
Vo 
oder 
ya) ne) (a nl) | + au (er? — 1), a,= fin sup | u | (10) 
HnZxr—<er. 
ir Se ze u , 
| \’ 
Die Koeffizienten (y are. paid... r+ho=hl..,r nd m den 
DR \. I’ 
Tafeln am Schlusse dieses Aufsatzes enthalten, die Koeffizienten \p I.p | 10. =] 


/ / | ] 


0,yp 5 mit Hilfe der in diesen Tafeln enthaltenen Zahlen (0, y I) und 10, p | 


leicht zu ermitteln. Für r=3, p 2 gilt z. B.: 


hf ai en U Ve a 
ln) a ref, TRT. 2 
| If ERBEN En ai u 
Mu,p : N, r 1] [x |) 16 | En uf er. Fe 


Konvergiert die Iteration 2 (S), so können die Beträge 


li u N | » I, / k ] 
I, oe I f ! ne Ih Y 10 4 no ‚vo 0. | re 
-) 
bei hinreichend großem k, vernachlässigt werden. Dann erhält man „ hw,,, ı für io por 
+.) 2 
.) | Ay 
und „hw,.,r+ı+ r havysysı für perl als Näherungen für \w,d.r. 
«) p} B 


Aur 1 


2. Wird im allgemeinen eine Funktion Y (x) mit stetiger 1-+ I-ter Ableitung durch das 


’olynom I-ten Grades @G (#) mit den Interpolationsstellen «a,,«,... «a; approximiert, so kann 
nan den Rest R (a) = IV (x) — G (x) bekanntlich in der Form 
I+1 ,. PX 
A (I 2. o(2)=(2 —a)(2 —a)...(e ua) : .».. MM) 


anschreiben. Hierbei ist E eine Funktion von .r, deren Wert im Intervall von der kleinsten 


„ur größten der Zahlen .. a. «a,,...a; enthalten ist. 
Wir approximieren nun 30°, durch das Polynom r-ten Grades mit den Interpolations- 
tellen @u0,0 0, 1...r, setzen zur Abkürzung “= .,,+ht, und f (w,y„"") Fler) und 





Ztschr. f.angew. 
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er } / I; 
> ‚ ] . r z n d 7 „ () n e 
nehmen an, daß F/,, von .r,. bis .r,.,.ı existiert. Da w,= F(.r) — — ein 

d.r ’ dx 
Polynom »-ten Grades, ferner "in jedem Interpolationsintervall zeichenbeständig ist, wird 

/ 
\ 2) r y N hr+rif{r+r)) 
2 2 ’ Da 
N", Mo — UF 2 ne 5 
— N | h |, 7-7 1): 


V) I 
" \ , / ir+] 
lir,da hı Wno|yp l.p) L hr (yp l,yp) Fund). . 2 .22020..(18). 
“ u j e) ] 
U, o ı 
Hierbei genügen & und © der Ungleichung 
ar 0 nt u Nu N für | I Fr | 
Ayo IR: Lu, für p Y kan | . 

Konvergiert die Iteration 218), so sind die Summen in (12) und (13) erstere ım Inte- 
erationsintervall bei hinreichend großem A, beliebige klein. Kann man «die Summen in (12) 
vernachlässigen, so reduziert sich der Widerspruch »w, auf den Rest bei der Approximation 

/ 

" > \ 2 /, [4 Ko ’ 

von f(r,n,"r) dureh das Polynom Ft 
A —— i hı Oo 
ı 


In vielen Fällen ıst es schwierige, die Beträge der in (12) und (13) auftretenden Ab- 


leitungen zu schätzen. Ersichtlich ist jedoch, daß \(p 1. pp). |,am kleinsten ıst, {U +1 ım 
Integrationsintervall am kleinsten bleibt, wenn dieses Intervall das mittlere oder eines der 
beiden mittleren der r Interpolationsintervalle ist. Um diese Faktoren in den zweiten Gliedern 
der Ausdrücke (12) und (13) möglichst klein zu halten, wird im Absehnitt 2 empfohlen, den 
Intervallen die angegebene Lage zu geben. Um die Beträge von mu0,0=0,1,...r beliebig 
klein machen zu können, werden die Iterationen beim vorliegenden Verfahren auf sämtliche 


Interpolationsstellen .,. erstreckt. 





6. Konvergenz von Folgen verschiedener Näherungen. 

Der Kürze halber beschränken wir uns hier auf Näherungen, die nach 2, Ziffer 1 
ermittelt werden können, Mit geringen Änderungen gilt das Folgende jedoch auch für Nähe- 
rungen nach 2, Ziffer 2. 

Durch die numerischen (uadraturen, die man auszuführen hat, um einen Näherungs- 


wert »7(r,) für y(r,) zu gewinnen, ergibt sich zu jedem Integrationsintervall »,_ , <<. oo .r,. 
v  1,2...X\ eine Folge von Polyvnomen 97," 7," (a@),k 1,2..., die unter Bedingungen, 
die sogleich formuliert werden sollen, konvergiert. Bezeichnet 7," 9," (r) das Grenzpolynom, 
so Ist a 
, b ] \ k . i x i | | f Ko 
Mn Ir, ‚) N (no, An l., o]) p 2 ], ‚ 
{ ı 
% ey n. » « 
Na \Kn-ı) TReLT I, Er FIz;n, ) 


Yun 


Kin solches Polynom ist auch dann vorhanden, wenn man »7(“, ,) gleich einer be- 
liebigen Zahl aus einem gewissen Intervall annimmt. Daselbst ist »,,* eine stetige Funktion 
von 27, ,) mit beschränkten Differenzenquotienten. 

Die Parabeln höherer Ordnung, die den Polynomen »,,„" entsprechen, haben für „= == .r,, 
genau, an den anderen Interpolationsstellen = 77u0 mit einer bei hinreichend großem A be- 
liebieen Annäherung dieselbe Riehtungz wie das Feld der Differentialgeleichung. 

Unter den erwähnten Bedingungen gibt es eine stetige, wenn 1 pr gewählt wurde, 
anßerdem noch glatte Funktion FH Her), die in jedem Integrationsintervall mit einem 
Grenzpolynom übereinstimmt.  Bezeichnet H MH ,,(.) die Grenzpolynome, die den Be- 
dingungen 


[7 





H,(&u_,)= Hy (in), n=1,2...N, H,(&)=9y(&,) 
entsprechen, so Ist 


H{x)=H,.i(x) für x; 252. Hl): Bla) u 


1 „ 


EN 
— 
m 
mm 


75 sn 


h |, - d.r 


EZ - 
0 u No NXu0o 


’ 


II, Hi) 1 (Un) h \ (no, H [no] Ip B: 
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ınd ] 
\ng 


— 





Wurde 1=p=—- r gewählt, so gılt 


dl 
flz2,9)|,#=9,12..:8; 
d.r 
NK Ay 
‘» Differentialgleiehung wird von der Grenzfunktion in den Punkten  — .r,..,.....ry erfüllt. 


Durch wiederholte Integrationen der Differentialgleichung, bei denen die Zahlen X-tupel 
J,...ky von Fall zu Fall geändert werden, k,r und p unverändert bleiben, erhält man 
orsehiedene Funktionen 7 (r). Jede Folge soleher Funktionen konvergiert gegen die Grenz- 
unktion // Gr), wenn jene der Zahlen A,,%k,... Ay, die nieht größer ist als jede der übrigen, 
ınbesehränkt wächst. (D. 1. für k’> X,) 

Es ist nicht ausgeschlossen, daß sich // (6) erheblich von y(r) unterscheidet, was bei 
ı eroßem h, zu kleinem oder zu großem r, oder aus anderen Ursachen eintreten kann. 

Daher ist es in jedem Falle empfehlenswert, «die Genauigkeit einer numerischen Lösung 
ı überprüfen. 

Folgen verschiedener Näherungen 77 (@), die mit verschiedenen Werten von h gewonnen 
werden, konvergieren in einem gewissen Intervall oo, ° ., + I gegen y(.), wenn h gegen 
\ull strebt. Eine Näherung 7] (.) wird daher verbessert, wenn man die Integration mit ver- 
kleinertem A wiederholt. 

ls bezeiehne nun «a die Summe 
5 

2 \@-1»b 


[7) u 


A 


}, die kleinste Zahl, die den Ungleiechungen 


N (p l. 0), «(o p-+-D h,o het AD ri 
‘ u . 
renürt und !z;|, @=1,2...r-+1, die Moduln der charakteristischen Zahlen (reziproken 
Kigenwerte) der Matrix 
=! (»=1,0) N 2. 
Zur Konvergenz der Polynome 7,", 7° 1,2... und zur Existenz der Grenzfunktion HH (.r) 


reicht es hin, wenn 
I. der Bereich 


». (p I))hzsere <<, + Nr p)h : HR Ma(xz .,)+Mbh (2) 


der .r „Ebene in 3 enthalten, 


2, BETRIEB ee TE 5 Re TE en 
ıst und 

3. die Punkte 2,,,97,, n=1,2...N,v=01...r im Bereiche ® angenommen werden. 

Zur Konvergenz 7 () > 9y() im Intervall <a@,..,+ 1> für h>V0 reicht es hin, wenn 
S den Bereich (2) für h MW, N N, WNT> IT und die Punkte «,,, 7), , enthält und wenn 
außerdem entweder die Quotienten 77,, 1 «nm 4): u» an) beschränkt oder die Zahlen 


kuZ2 sind. 

Die Beweise folgen unter den Ziffern 2 bis 6, wobei der unter I angeführte Satz über 
Iterationen verwendet wird. 

Unter 2 bis 6 ist vorausgesetzt, daß die Bedingungen (1), (2) und (3) erfüllt sind. 

l. Es seien Fu (2,233. .:2,),u0 1,2... m, oder, anders geschrieben 7% (3), m Funktionen 
von m Veränderlichen, die in einem abgeschlossenen Bereiche 3 stetig sind, und den folgenden 
Bedingungen entsprechen. 

(1) Ist 3 ein beliebiger Punkt aus 3. so ist auch %G6) ein Punkt aus Y 


u) 
(2) Ist 5,53 ein beliebiges Punktpaar aus 3, so gibt es eine Matrix ZU 10a), u,» 
I,2...m, von m” Konstanten, so daß die Ungleichungen 
m 
Fa — FulSs2 09, |2,=8l, O0, 
v— 1 
oder, anders geschrieben, die Ungleiehungen 56) 86) Q 33,00, bestehen. 


(3) Bezeichnet zu ‚u 1,2...m die Moduln der charakteristischen Zahlen von Q, 
so ist |axu|<i für vel,2... m). 


"), Hierzu ist es nach 4, 4, (23) hinreichend, wenn eine der Maßzahlen 0; NY, i 1,2,3 oder 4, kleiner ist als 1. 
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Ist dann 3" ein beliebiger Punkt aus 9. so konvergiert die Folge "= RG"), k = 1,2.. 


vegen einen von 3" unabhängigen Punkt 5”, dessen Koordinaten die Gleichungen 3° — %(3*) 
erfüllen. 


Beweis. Zunächst ergibt sich dureh Induktion, daß alle Punkte der Folge 3", k- 0,1.. 
in enthalten sind. Aus +1 KR GF) -RG*"mT) folgt daher: 
1 _ ah Dee, : 4 8 00 Een erh ne 5 BR 
Setzt man 
sh „0 sk sh sh 3-2 ,,,. +|3'—;° a k=l2..., 8-06), 
1 / / 2 / 2 / | I l | U +4 a “ U I 31 all gi (6). 
so erhält man dureh gliedweise Anwendung von (#4): 
sirk _ St < N) (glrk—ı1 __ gi) (7). 
Da «die Matrıx X keine negativen Klemente hat, gilt 
Bes Hr ish. 2» 0 on a a a = a 5 5 


daher zufolee 7) (sr I SH DUO Cs +2 872) und nach wiederholter Anwendung 


RU + I, gl L af (9) 

Weren zu <l, u 1,2...m, konvergiert die Folge Ss", 11,2... gegen einen 

Vektor mit verschwindenden Komponenten; es ist lim X’ 85" 0, daher nach (8), (7) und (6): 
ER L 

lım 3’ +4 U lim (s! +} BE | Fe 5 56 Ve | ' 

/ —> 4 / —> 4 

Hiernach konvergiert die Folge /, 1° 0,1... gegen den Punkt 3* = lim y" aus 3. Die 

">% 

Gleichungen "+1. 86") übergehen wegen der Stetigkeit der Funktionen R(3") für k>x 
in 3" —=58(3"). 

Bezeichnet 5° den Grenzpunkt der Folge 3", die mit einem von 3" verschiedenen Punkte 
° beginnt, so ist "= ,%(3"), 3 —z3 Q 3° 3°" und nach A-maliger Ausführung mit Rück- 
sieht auf (8) 3° 5° Or 15® 3: schließlich wegen |zu\<1 für k>x: 

7; lim OR |3* — z*|—=0, 
Da hier nur das Gleichheitszeichen gelten kann, muß 5° 3°, der Grenzpunkt vom 


Anfangspunkte unabhängig sein. 
"ehlerabschätzung. Setzt man auf Grund von (10) lim s’ = s", so folet aus (7): 


L > % 
ED —- Ph 5 och a 3 er 2 5; 
und nach Addition von s! — s’=1 Te ut 
e —- #3 -—D - 4% ee SEE Hk ma er 


Ist a ein beliebiger Vektor, so konvergiert die Iteration X" +1 rg, da die charak- 
teristischen Zahlen von U dem Modul nach kleiner sind als I. nach bekannten Sätzen") über 
lineare Gleichungen zeren den Vektor 


trier sen... 3 A. 8 a He Beau is a. 


der «ie Lösung des Systems X rg darstellt. Bezeichnet E die Einheitsmatrix. so ist 
I EG -+H-XGUG +... die Inverse von &E —- U und hat kein neratives Element. wenn Q\ 


kein solehes hat, wie dies Iner vorausgesetzt ist. Setzt man U vor beide Seiten von (12), so 
wird mit Rücksicht auf (8) 


St —ı EL 1 und s* 5/ ET T I 3’ Pe, ., 20 iM, 
Der Grenzübereane K>x ın (6) aıbt 5 31 s°  s!: daher ist nach (14) 
A: Bu ul 2—-1lund |" — A|<U|l— 2-1 =, 0=%2..308. 


Bezeichnet 3 einen beliebigen Punkt aus 3. etwa eine Näherung für 3”, so ergeben sich 
Abschätzungen für die Komponenten von 3° 3, wenn man in (15) 3 T=3, 37°. 86) setzt. 


Aus = Ur+g folet nach 4 (21), (22) ofx} -o$X&Notr}-+otg} und nach 4 (16): 


‘ 


Ä an 5 A, | 
‘i) 


m.y 


N 
Y la ok, - 
\ 


+ a. 


‚ Siehe den Aufsat on BR. v. Mises und H. Pollaezek-Geirineer in Heft 1. 1929, dieser Zeitschrift. 
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Hiernach können die Komponenten des in (15) auftretenden Vektors U 37 377 1 leicht 
‚beeschätzt werden, wenn eine der im Abschnitt 4 angeführten Maßzahlen o {X} hinreichend 
‚lein ıst. 

> Um die Konvergenz der Polynomfolgen »,,", ® 1,2... zu beweisen, nehmen wir 
nächst an, 7 (a@, 1° n N, sei eine beliebige der Ungleichung 

n(&u_,) — Yia,) N aa a er er 


‚nüeende reelle Zahl, und zeigen, daß dann die Iteration 


/ 
K+Hl » I Y k .7 n . ’ -) 2 
‚8 ni2,_5) rh> fno(P Es ve... Br ek SUR, 


0 u 
‚ler. kürzer geschrieben, die Iteration 


FRE eilt ua nah a a + AUS) 

konvergiert. 
Wir ordnen je r + 1-Punkten «„o, no, die in B enthalten sind, den Punkt 9, mit den 
Koordinaten „0 eines gewissen, abgeschlossenen Bereiches ?) eines Ar, ı zu und umgekehrt. 
Ist 9" ein beliebiger Punkt aus 2), wno, /,, (as zugehörige Punkte-r+ I-tupel aus 3, so 


ojlt nach 1(3) \fl, —— M, ferner zufolge (18a) und (1): 
4 
y, " (au) h M >' (p I, ”),, h Macv p+l)+hAMb, 
enelieh unter Benutzung von (17): 
nn, yr-)IsMa(,—&)+hMb, »=0j1,..., v. 


Hiernach ist das Punkte-r+1-tupel „7, , im Bereiche (2), mit diesem in 8, der Punkt 
2 


„ 


v.'°.R09,) in 2) enthalten, die erste Konvergenzbedingung zum Satze I erfüllt. Eine In- 
duktion zeiet, daß die Punktfolgen d" und er " 1.2...ın )), bzw. in ®, letztere auch 
H „ „ 


im Bereiche (2) enthalten sınd. 
|, 


Sind 9,,9y, zwei beliebige Punkte aus I), ,.. y,, und ar. ),, die zugehörigen r + 1- 
P’unktpaare aus 3, so gelten zufolge 1(2) die Ungleichungen: 
/ / 
hf Oo, wo I (#no Yo) (yp L,»”), bh N (p I, "), Yan ), em U , 
E ) od ı 


oder, kürzer geschrieben, die Ungleichungen 
126(9,°) — 76 (9°) 215.’ —u,), D=BhN. 


Die ceharakteristischen Zahlen Bhz;, der Matrix U haben zufolge (3) Moduln, die 
sämtlich < 1 sind, wonach die Iteration (15) auch der 2. und der 3. Konvergenzbedinzung 
zu I. genügt. Die Folge y," "17 50W,"), k°0, 1... konvergiert daher gegen einen von d," 
unabhängigen Grenzpunkt Y,* aus )), dessen Koordinaten die Gleichung 9,"  %w,*) erfüllen. 


Die Folgen (15) konvergieren gegen r +1 von den Zahlen 7" A unabhängige Grenzen 
[7 


/ 
. : I; 2 i vyr* „\ . . I) 
„Zum n . 7,, 71a Jth2 oa I, v=dl...r... 0. (N, 
"o+r (2) " 
die Punktfolgen .,,,. iR gegen r + 1-Grenzpunkte .r,, ],, in 
mn! 
bezeichnet man mit 7,*° 27„"@#) das Polynom 
1 
k „k_ uk, ie, k—1 a ZEN ’ 
MR lim FE ,() yl,, )+h \ (no Nano '(p l. j | (20), 
"+ nn ! d 
od 4 
so wird 
/ 
. i 4 ] \ 2 . ö * | d KL o ' . s s 2 
'),, RE Zn Fu u IKanos Nun Ip f n | 7. (Kur) N»... (el) 
0 l 
nel 
di / . » x 
eg a a ER er ar A. 
, Nur 


Hiernach gilt ,," > 1,",(k>&), wenn (17) erfüllt ist. 
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ls sei nun 7 (.r,. ,) nach Abschnitt 2 ermittelt und angenommen, daß die Ungleichung (17) 


/ } 
besteht. Da die Punkte .,,. 9" „ k=0,1...ın ® enthalten sind, ist ff, =M. Aus (18) 
x 
mit vr pp und aus (17) ergibt sich Yun n(24_,) Mh N \(p 1,P), Mha und 
‘) a 
dl Made,  .-,) für» 1,2..., endlich im besonderen für KK: 
nu) —Yl,) Malz. — 2). > 5 3 3 #2.» % (3). 


Da (17) für » 1 jedenfalls zutrifft, folgt dureh Induktion aus (17) und (23), daß (23) 


von den nach 2 ermittelten Näherungen 7(.“,). »n 1,2... N erfüllt wird. 

Sınd demnach y(#, ,» n=1.2...\ nach 2 ermittelte Näherungen für vr, ,) So 
konvergieren die Polynomfolgen ,", k= 1,2... gegen Grenzpolynome 7,„", die die Gl. (21) 
und (22) befriedigen. Die Punktfolgeen ,„». "1,2... und ihre Grenzen sind im Be- 
reiche (2) und mit diesem ın 3 enthalten. 2 

>. Ist ,(@r,  ,) eine Veränderliehe im Intervall 7 (@,_,) m (a,) Ma (4-1 —%o), SO 


ist «las Grenzpolynom 7,97, (u 4) 7 ,) eine stetige Funktion von »(#,„_,) mit be- 


„ In | ) / | / 


schränkten Differenzenquotienten. 
Beweis. Es seien 7, ,), 7 (6#, ,) zwei Zahlen jenes Intervalles und »,,, , die zuge- 


hörgen Grenzpolvynome. Aus den entsprechenden Gleichungen (21) folgt unter Beachtung von 


ın [Zi 
‘) ı 
/ 
v D 7 
\ ’ 4 [1 { 4 no 
hi ı\/, f Un p | En » BRAWL | h 7 p | ie p WAR, Ey 1) 
Fang 
Setzt man zur Abkürzung 
‘ı uk) U] 7,9: (lan | Tu EZ BD u» Aunllur)» r v, | re . . . (24), 
S() wird ! 
\ y f Ze - / e 
Ay | hB Iy | h “no | BR a Ca; (22) 
/) 0 


9 | hB N \(p—1, WW, Immo —-1i+Bhliv—p+1|. . .. 2... (26a). 


Bezeichnet a und ır die Vektoren mit den Komponenten 9, Yu» Lundn,„= iv p+I1 
so erhält (26a) die Form 


DES Br ERTE ,. 2 a 5 Rt ee nn FE, 


Ist j Un die Lösung des Systems | U] 11, so gilt, da die Matrix U kein negatives 
Klement enthält, wezen (15): 


= Bhji oder |q,„,»„,—] er A ee = ee 
wobei j,.r 0, 1...r die Lösung des Systems 
/ 
whBFr ie - Erin + rt tn re ee eur 
darstellt. Setzt man die Oberzahlen (27) für mo 1 ın (25) ein, so ergibt sich für jedes 
endliche .w eine von 0, ,) 976r, ,„) unabhängige Oberzahl für die Differenzenquotienten (24), 
womit die Behauptung bewiesen Ist. 
2 Cno\ . . 
Weren der Zeiehenbeständigkeit von | | im Intervall ., ,..#o.r, ist daselbst 
! [7 
ep C, ° ı t _ . 
p—1, (pp  1.p, und zufolge (25) und (27): 
} / 
» Y | ’ Du | : Y , \ 
fh | h B > (p l, pP), | no I+hb<.hb W B Ri (p l. P); Jo + 1; i 


ı ‘) IE) 


endlieh mit Rücksicht auf die prte Gl. (28): 4, | hRj,. 























































Irew, 
leech. 





(17) 
(18) 


une 


(24), 


(25), 


3S) 


edes 
(24), 


‚Ist 
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Hiernach ist im Intervall #, , a: 
7 (4) ya): ln) nl, g I-+h BJ, sh u. 


(. Es gibt eine Funktion // = H (a), die dureh die foleenden Gleiehuneen definiert wird: 
H(z)=y(2), Hia)=H,(a) für 2,.,<esı,, n=1,2...N. 


erbei sind 77, I, (#e) die Grenzpolynome, die den Gleichungen 
/ 
Y . ? 
» PL} ‚I 
HH )+h I lan Hulanod{p 1. 


N ") 
hı D 
e=0 . 


nlieen. Außerdem Ist 


H (2) -y(a)lzs Malen x), n=1,2 N; 


7 wo... “ 


Beweis. Angenommen, die Behauptungen seien richtige für » = 1.2...(m I). wobei 
nm N ist. In diesem Falle ıst MH (ar, ,) ya) Mala, 30%) DPaher gibt es ein 
‚renzpolvnom I, I ,,(x), das der Gleichung 
/ 
Y ! 
’ \ . „“ TE?) > 
An . HM (Ku 1 I h / (an 0 ° I Er; o)) | P , Jı . . . . (30) 


V=U 


enüet und so, daß die Punkte wumo, Halemo])o- 9,1...r in B enthalten sind. Dann ist 
{ doch 


7; Bi _,) h M >' (p l,»)), h Ma 


[7 ı 
umd nach Addition zur vorletzten Ungleichung 
2 (An) „ (4) fm (m) 4} (u) Ma (m %) « . . . . (31). 
Nach (30) und (31) gilt die Behauptung für n = 1,2...m, wenn sie fürn  1L,2...m | 
zutrifft. Da sie für m =1 offenbar gültig ıst, folgt ihre Rıiehtiekeit für » == 1,2,..N dureh 


Induktion. 

5. Ist %#° jene der Zahlen %,,#,...ky, die nicht größer ist als jede der übrigen, und be- 
zeichnet = (a: k’) eine Funktion ,(#), wenn hervorgehoben werden soll, daß k,.h”, 
N 1.2.5: BE 50 eilt: lım Bier) IH (x). 





">% 

Beweis. Sind »,," und II, die Grenzpolynome, (die die Bedingungen 77," (a, ,)= nt. 7}, 
H,(#„ ,)=H(#„ ,) erfüllen, schreibt man zur Abkürzung H(a#, )-n(la, )=s„ , und 
macht man von der Ungleichung (29) Gebrauch, so ist in jedem Intervall w, „<a o.r, 

HI —- ı; Ha — nn") + | un — nn" Sy 1 44 Yyn  Nn"") und im besonderen für wo .r,;: 
i kul 
Sy >n-ı) 9 7 Yu, Jup|’ 
Durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung und unter kücksiehtnahme auf Ss 0 
ergibt sich 
7 ] ; 
. v| * AR | a. | * ' Bu r 
H (") | (a, I) m lo Li y Öö p\ “ L H TI & für LT 1 h de LT . . (32). 
0] 
Wegen k„ = %k’ und wegen der Konvergenz 7," >17," ist für, „<a ann L2..N, 
also für ner = ar: 
lim Ha) (a: k) (), 
K>« 
voraus die Behauptung folgt. 
6. Es bezeichne < .r,,2,+ 1 > ein konstantes Intervall, 7 =)» @r,h) verschiedene 


\äherungen für y(#), die mit verschiedenen Spannen Ah, jedoch mit unveränderten Werten 
von r und p in den Intervallen 


KSESHHNn TFTESNB<ZIrb. : a HH nr ne 


"ewonnen werden. und J’ N’, M’. drei Konstante. 
Ist /< N 'h’, enthält ® den Bereich 


%.-(p-d)ıhsaesn, +tN +r- ph, |y— ya, Ma(xz- x,)+Mbh’ (34) 


. IE) ‚ x . u . 
ind die Punkte rw, 7», 0° 0,1...N, v0, 1... r dere, „Ebene und ist außerdem wenigstens 


ine der Bedineuneen 


I ' h s 1 o-. 
Nuy NA) MM ET In-ı m | ee er A 
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oder BP A ER GE EEE u 5 


erfüllt. so gilt 


lm ner, li ) ya) für .r r ee En 


ı u 
/ > || 


Zunächst beweisen wir, daß es eine Spanne A” gibt, so daß die Punkte ..,.7,, und 
die Punkte ,,, für jedes h-h” und für k=0,1..., bzw. für @, #00, + Nh im Be- 
reiche ® enthalten sınd. 

Krfüllt #4” die ersten zweı der Uneleiehungen 

h" Mh”, "zNW’—I (a—1)h"sbh. . . 2 2 2 2 0% 487), 


\+r-phD>IT—-h"—(r — p)W I+(r p+bh’zl+ir - p+DdDh>(N+r- ph, 
daher der Bereich 


2, —1ip )hz=.e man, +t(N\+tr—p)h, Y-—-Y(%,) Ma(zx—-x,) + Mbh 


ein Teilbereich von (34) und mit diesem ın ® enthalten. Dann sınd die Punktfoleen .r, .. 
,,.,. k=0, 1... nach der Voraussetzung und nach Zifter 2 ebenfalls in B enthalten und es ist 
f, M. 


Pür 2._,<2 5: 8,., #=1,2...N, iM 
/ 
ie k, | ! BER no j 
(ar) lu.) Frl Te  — \ Fi; y ” h j 
au 
Setzt man rechts = .r,, ht, so eilt mit Rücksicht auf f,,, MM: 


y(M) ya ) h MM \ p L,t), ,» 1<t Er (95). 


Da die Polynome (#%, im Intervall p — 1°. p zeichenbeständig sind, gelten daselbst 
die Gleichungen: 


/ f ! / J „» / 
> pl! \ ın,«at \ LIE ne \ N, dt. 
u 4 ee si Des AR, ae Be >= 
j } / p 7 
Nun ıst \ N, dt \ p l, p). ct, ferner wegen \ (t, Zi p / 
2 ] ( M) ı n ( [IE 


jedenfalls \ lo) dt2p—t; daher \ p-1,t) a p+tma(lt p+VD+l(a-) 


ürp p und auf Grund von (598): 
| ist | auf Grund von (3) 


ni) Na Ma dr Eu-4)"7 JM ha I) für In-ı N # #n .» j . (3. 
Hierzu addieren wir die nach (19) gültige Ungleichung: 7, ,)  yler,) Malz„-,—-%) 
und erhalten 7a) — lan) Malz — .r,)+ Mhta I) für 2, <esr, + Xh. 
Genüzt 4’ der dritten Ungleichung (37), so ist hta 1. bh’. Die Punkte ww, , 


Kon mu Kr I N hi. 


o 


sınd ım Bereiche (34) und mit diesem in D enthalten. 
Die folzenden Ausführungen beziehen sich auf Näherungen », Gr: h), bei denen hh 
Ist, wobeı h” den Uneleiehuneen (31) veniet. 


! ö N ; . N 
Unter dieser Voraussetzung sind die Punkte .«.,.77,„,„., und die Punkte «,n ın DB ent- 


ing 





halten, fa... 9," |, und für, ,) stetige Funktionen ihrer Argumente, die den Ungleiehungen 
/ M,ıf(x, \ genügen. 









































AanzeW,. 
| Mech. 


(36 


r une 


n Be- 


p)h. 


Mbh 


| In v. 


es Ist 


(38). 


selbst 


(4-1 


5 ent- 


ungen 
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Der Widerspruch = se lu, 2) (er dh)], der sich ergibt, wenn man ») anstatt yin y = f(x, y) 
„setzt. wird nach 5 (1) durch die Funktion 


v N - } 
. 2 . ku \ Je I Io ) 
n / (u, PR ri 0 \ hı I 7 l ! 7 „ | ; Di a DE ME SE \ 
co u 
. . . ‚ . r d N 27R d Lu I r I 
ırzestellt. Hierbei sind » und N «ie ganzen Zahlen n 1, N: ri. 
h h h h 
= er D Lo ö 2 . 
etzt man war tht, so ıst i / / (nr  p) eine Funktion von . und A, die 
' ! 
er Ungleichung p 1 t°.p genügt. 
! 
Auf Grund der Definition von », und unter Beachtung der Gleiehung (I schreiben 
(2) [E 
ir we in der Form 
} kn | 
s+F7,8 ir, ) f(, len ‚)» I >  Flano,y |aeno]) Ir, +9 lc »+(), 
“ [2 
Wegen |= -—- &,_; h und (39) ist 


lim(e #90 und lim |y (a) lan | 9; 
h > 0 h > \ 


folge der Stetigkeit von f(r, y) daher auch Im S ©. 


Ih — 
Aus den Beziehungen 
/ I ’ 
lu) h a ie N L,»)" hAM»>'\(o—1, +» |, k=-1L2.: » » » » (40) 
nv 4 j ou 
ergibt sich lım y” tl) 0, wenn k,-. 2ıst. Gilt die Ungleichung (39a), so Ist weren 
„ 
h > \ 
’ » e () E ’ . | 
is U hı pr | Yu, nn) hM ıv—-p-+I1 5 + AMER 
daher Im ya n(,;) 0), auch wenn nur 4, Il vorausgesetzt wird. 
hi —> || ns 
Da auch lim |2,, — &.-,; 0 ist und (7, unter einer von k unabhängizren Schranke 
h > ” 
hert, ist infolge der Stetigkeit von f(r,»D): lm T ©. 
h > 
Ks ıst also 
hm wiz,n(&2,h)]=P0 für , <ze sc, +Nh . . 3 2 2.200 0. (42). 
Jı —-|\ 
Da 7° N hund ae |a,. 7 (,)]| 9 ist, gilt diese Gleichung auch für ww, wor / 


Da», eine stetige, stück weise glatte Funktion von = und », Gr,)  y@r,) ist, gilt nach 4 (13): 


eBIx — xo) | 
ya)  y(ayh) iinsup we l[a,., (u:dh)]| 
i l; 
on _ u<a 
une zufolge (42): 
lımı „ (,r) 7 ob? I) 0 für ,: Er - l. 
ho\ 


Hiermit sind die unter 1. vorgebrachten Behauptungen bewiesen. 
Besitzt fr, y) in DB gleichmäßig beschränkte r + Ite Ableitungen nach .r, y. und nimmt 


® or u .,- ba r N ” . nm ® . 
van die Näherungen „,,, nach (35a), die Zahlen %, r-+-1 an, so ist eleiechmäßie in 


K 2. T I: 
. / 7 
m Orr. A. 
Ih > (0) h' 
. , ‘) 1 . . . . 
Ist unter diesen Voraussetzungen | y,, Yun noch nieht hinreichend klein, so 
npfiehlt es sich, die Reehnung mit verkleinertem %, oder bei entsprechender Differentiier- 
arkeit an fr, y) mit vergrößertem r zu wiederholen. 


Zum Beweise von (43) kann man die partikulären Integrale y, 9, (#) mit den Anfangs- 
dingungen Ya, 9) (an 9), n=1,2,... verwenden. Sehätzt man | y 7.99 und 
ie dabei in 9, „7 auftretenden Reste der Approximationen von f (@r, y,) dureh die hier 
‚erwendeten Polynome rten Grades, so erhält man eine von h und .r unabhäneiee Schranke 


Y / i 
ir orq ; und hieraus die Beziehung (43). 37: 


1% 


owski. 


Interrat ion 


eewöhnlicher 


Differentialeleichungen 





Ztsehr. f. angew. 
Math. und Mech. 








Io. 


-) 











ıhlentafeln. 


« 


Z 


I. 



































np m) ap - 
nd 
as a <= = 
Ge ui 
“ en u 
LU np um nm 
son 
. Pr 
Du | _ — I. 
mn 
1 
a Jan 
(> Tg > | Top 
An — 
‚1 ‚] 
I> vi _ —_ 
E or == 
a u 
ns -_— -—_ I>- 
sun 
ns 
Di 
an = aa Ben 
de u I 1 aus 
ka a 
A er z u 
— 
. > IL. I we 
> 
s 
Den 
Zu 
pr ai u 
a 
-_ - ar 
a a ah 
IL. .'. .. 
a -_ a u 
a e- 
w - a 
Ru uni 
a -_ 
. m or 
un vi Di ee. 











er . 
-— -— Tan ı 
anf 
np 
nn 
np 
- — ni - 
be, Tan er) 17 Ig 
nn 
rl y- ap 
] 
— . un u 
a 17 or 17 -_ 
m 
Pa | 
Br 
vn 12 
o Las vi r 
e> | 
wis: 
I 
Fr F en jan 
IL. -. we ı/. um, 
nn an - —— 
pi De | Pu 
u 
PER Pr ui 
l- pe (> 17 17, 
um  — am AN -—— 
= N ° 
u mm Pr 
] .. ‚1 
N 
> an un on au; 
Eu E _ 
vi IS- nu Le (> np 
-_-— -— — a 
o 
Pr ren 
l- =r 17 | Tapı => 
Fe zu 4 
er — up np _ 
_. ] _ -_ 
== 
— nd — 
am or - er > = 
np e 
de 
zen m 
[> Tan I. l- ’ 
An an Ps 
“.. ’ “.. 
Pr 
‚] . 
Pr 
PR. 
oa 
m 
: 
Pr. Pr m 
u er wor ’] l- an 
A un An sa 
ıL, vv. .. Da Je 
Pr vr. Pr Pr 
Tapı or I or — 
Ar 
ı. 
ai 
= 
Pr 
> 
— — a nn -— 
, np 














angew., 
| Mech. 


35 


21 


441 


“ri 
1) 


119 


64 


ei 


Pe 


64 





Heft 4 


* > 
1935 


Nowakowski. 


Interration 


eewöhnlicher 






Differentialgeleichungen 


























r 4 
720 (0, »)* 
ir ) | 2 3 | 
— ] 1901 2774 2616 1274 25] 
() 0 () () (0) () 
| >51 646 >64 106 19 
124 232 492 19> 32 N 
3 43 HS 648 378 7 
4 224 1024 384 1024 224 
5 475 250 3000 1750 2125 
ae 1 \? 
5760 (9, v >], 
0) 1769 1061 34189 1631 >14 
l 1694 1969 1191 199 7 
4 10917 1317 1053 567 108 
3 1900 7625 11?5 75 125 
| 1S>3 7693 1267 6223 yS 
5 2106 6561 6561 1131 6561 
+) , 
128 (ı 5 
0 315 120 ke IS 35 
| 35 140 70 IR 7 
14 > 60 Y) >) BD} 
> 3 >) 90 60 > 
| 7 IS 70 1410 3) 
4) 35 10 378 I?0 15 
. 
1440 (0, »)" 
1 4277 1923 HS? 1298 >71 175 
() () () ( () ( () 
1 175 1127 Tas IN? 173 27 
2 448 2064 294 224 NIE 16 
3 459 1971 1026 1026 189 97 
4 445 2048 TES DIAS 148 () 
5 475 1875 1250 1250 1875 175 
t ( 4752 HOA4N 11232 HO4S 1752 
! | l 5 
6080 I 9. 
2 In 
() 10339 43423 19782 34918 13447 2187 
1 13013 15147 14915 382 - 3423 539 
2 14661 61911 15174 11286 1239 675 
3 14525 64375 26250 13750 1375 675 
4 11525 64239 28714 55174 1911 330 
5 14661 63423 30618 54918 11553 2187 
6 13013 13447 Zus? SY782 16577 55539 
l 4 
DrLP f 
256 > 
() 6593 1155 1386 990) 38) ( 
| 63 315 210 | 126 1 fi 
> 7 105 210 70 >1 2 
3 3 25 150 150 >75 3 
| | 2] 70 210 105 7 
iM) 7 ID 126 210 315 63 
[5 63 385 990 1386 1155 6593 
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r 3 
N(1.v 
( | > 3 | N 
() 3 10 ”, | 4 
| () () () () 
> | 13 15 | 24 
3 () 1 | | 
j 3 15 ) 21 5 
1:5 ) 155 73 7 Sf 
N (2,9)° 
\ 1 | ) S .) 
N (v)” 
1.» | ie) ‘ 1 16 
] | 
\(1.ı 
() | RZ 3 | N 
() 371 646 264 106 10 120 
) () () () () () 
> 10 346 IH6 14 11 120 
' | 3 114 3 | ı) 
| ) 2 12 10 27 S() 
” II 66 0] 116 1:34 ID 
15 1 2149 1059 >S] H BLEI) 
25 1? 213 603 B} 8 640 
\ 8 5)* 
a It) 146 2] >65 260 9 
\ N 
1. ” u) Yu 20) 3 1>8 
37 3 U) WIE Hu > 1? 
N ) 
V > ı 
v) | 24 3 | > N 
U) IS 120 1 14 bh | u 
| et 6 1022 28 i 11 1410 
> () () () ) () ) 
1 Ip (02 N 9 1 14140 
| u | N 114 | IE 
D 3 21 114 114 219 | 160 
h) 1 S.J 196 >44 Int 14 ID 
2. Ind 1679 108? (nn? 1303 163 IHOSU) 
(3.6 
tj 1 300 Sb 1134 6] 17243) 160 
N 
> 5 nd) 150 150 3 3 I56 
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hi 


EHY, 
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8. Beispiel. 


yıW) 1’) 


) 


IL Z 


l. Anfang der Rechnung (n 1) 








N | () | 2 
! 0.1 0 01 0,2 
u 
] l | 1 | 
ı 
io 0,2 01 D 01 
vn»? 23,64 >| 24.12 3 
7 0.98 1.005 | 
£13) 0,1985 0.0005 0 
E; 0,19522 HIELTEN) 0.1 





























V»ni, 23.644282 24.171008 3.000200 
nY VOSZITS 1.005046 1.000067 
x V.IOSZIS 0.000505 0.099993 
fi 0.195576 V.OOODOS 0, 100000 
N, Zu 23.644236 24.121103 2.000203 
„ (1.985177 11.005046 1.OOOOGS 
u V.IOSSIS 0.000505 0.099993 
4 > j 
\nmerkungren. 
Ih Die Aufgabe ist den Vorlesungen über numerisches Rechnen von €. Runge ned 
NH. Könige, SS, entnommen. 
?, Reehenschema: 
. K—-] j' | ji | jh ] N 
no [Zn n2 „ 
l, ‘ ( 
0 \otı 7 [A nA |} (1,9 1,0 (I, 0] ’4 
„0 
.) I “ 
, Voln "Ixyu_ı) "1 1, 1. u, | 
„2 
. \ I, > ) 
.) El", nN|xy ıl) u (.] 0.4 0] I 
\ l, . ’ RR 
t a "IX il) In 1, N, I 
>) ch nk K, 
„ „ 
4%, Die Fur n(xv,) ermittelten Näherungswerte n(x,,) ken). „ 1,?... sind eingerahnmt. 
[7 


Das Beispiel zeigt sämtliche auszuführenden Zahlenreechnungen. 
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>. Fortsetzune (n 28, 
N ) 1 2 3 | iM) 6 7 
r () 0fJ (1. 0.3 0.4 (0,5 06 0,7 
/ T.SSUSTO 
ya 0.085100 
0.201489 
j 0] V.OOODON 0. TOOOOU 0,198480 
23.999987 >4.121103 24.001612 2.355340 71.684303 

. 1.000067 0.085113 
IEILELELELE LE NG (1.201489 


I UOOOSON 


24.121106 


[1.000007] 0.985113 


0,TO0000 0.198489 


24.001612 


23.642721 


0.085113 


0.100000 0.108484 


24.001631 23.642721 
1. O0O6S 


IUIELELE EIER 


0,108480 
23.642755 
(,0S85115 
0.201488 


0.108489 


VOIBUTBS 
0.303946 
0,29195> 
2881611 
0.060537 
0.303946 


— 0.960537 


0.201052 
23.052905 
VOHUDBN 


0.303946 


[0.960535] 


0.291952 


23.052905 


3. Fehlerabschätzune«e. 


(7.415926) 


0.026001 
0.407301 
TE 
> 7200953 
V.H>6084 
0.407302 


.) °C 
).d4 136? 


0.026084 


0.371962 
22.247671 
V,UPHOSH6 
0,407302 


0.371962 


V,UPHOSG 


7.08304?) 


O.SND3N) 
0.511462 
0.452838 
2.656110 
O.ISD3T0 
0.511463 
0.452834 


O.8853T0 








I 


H | & +) .) 
r ) 0.05 0.15 0.2 0.3; 0.45 
384 >55. 146674 38.464677 381.627710 3174.013911 362.81D785 
) 1.003767 1.003522 ,0HU3822 1,073095 0.944893 
f VODO3TT V.OFIHIS V.ID0OHIS 0.252601 0.355517 
tip VODO56T VLOFOSUN 0.140687 0.246032 0.337904 
dı En or Nor 2arans 
VUDO5H? V.OFOS0O 0.149685 0.246025 0.338003 
IKEL 5 ] 3 T 11 
\ 
1053 lor.d 1.0 (1.2 (4 1.4 — 
\, 
103 u 1.0 1.2 0,8 0.6 2,8 
eT 0.3 0.4 03 0,2 0,9 
tt ESWeISEe Is! 
ich di l Zeil H . 10 für 0 \ N, 
_ N E Fix, 2) F(x,%) 0% C: 
Wr N Tr" 
daher nach 14, 4 - N sup 4 e"»'?,9.10°, also |y n <W "11 für o<a<0n 


0.694 TTT 


0.836847 
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Bestimmung des wirksamen Anstell- 

0,7 winkels eines Flügelprofils aus der Druck- 
serteilung. Bei der Übertrarung der an Trag- 

irelmiodellen gewonnenen Versuchsergzebnisse auf 

änderte Spannweitenverhältnisse oder auf Ver- 

ltnisse bei anderen Verwenduneszwecken z. B. 

Propellern oder Turbinen. besteht das Bedürfnis, 

n wirksamen Anstellwinkel der untersuchten 


rofile beim jeweiliezen Versuch zu kennen. Zwar 
efert die Tragflügrel-Theorie eine einfache Um 


ehnunzsformel vom zeometrischen Anstellwinkel 
ıf den im Mittel wirksamen Anstellwinkel, wenig 
kleinem Auftrieb. Dieser ist aber im 
remeinen nieht ohne weiteres über die Spann- 
eite konstant. Liegen jedoch Druck verteilungs 
essuneen z. B. in der Symmetrieebene des Trag 
irels vor. so kann man aus «diesen, solange die 
trömunge nicht auf den wirk 


IenS hei 


abeerissen ist. 


ımen Anstellwinkel schließen. \ußerhalb «der 
renzsehicht herrscht Potentialströmune, Der 


m Ubereane nach der Grenzschieht vorhandene 
Druck setzt zum Profile selbst fort. Aus 
 Druckverteilune kann man also nach der Ber 
Gleichung eine Geschwindiekeits 
erteilune berechnen, die zwar nur außerhalb «ler 
srenzschieht vorhanden ist. die man jedoch einem 
ereleich mit der Potentialströmunge um ein dem 
Profil äquivalentes Profil in idealer 


sich his 


oullischen 


rkliehen 


\trömunge zuerunde leeren kann. An (diesem Pro 

ließe sieh nun der Potentialverlauf auf der Be 
ındunge. die mit der des wirklichen Profils von 
’unkt zu Punkt aneenähert zleieche Borenlängze 


besitzen möre, berechnen 
ıldifferenz Dgp zwischen vorderem und hinterem 
Verzweigungspunkt auf der Druckseite Dya und 
inf (der Saueseite Dg. bestimmen. Wie man z. B. 


und damit die Poten- 


ıııs (der Strömune um den Bildkreis eines Profils 
leicht ableiten kann. ist. wenn Ö den auf die neu 


\n- 


\ehse «les Protils bezorenen wirksamen 


tellwinkel bedeutet: 


I ıle 


BIATTT 


JT R 
CO> ) I 0) sın oO 
ly dl & y 
l- | j 
rs "OS ) ! | Ö| sin ) 


8306847 
Dieser Quotient. der nach obieem aus (der gemes- 


enen Drucekverteilune zu bestimmen ist. ist also 
ur vom wirksamen Anstellwinkel abhäneie. Diese 
\bhäneiekeit ist dureh die Abbillune 1 veran 


chaulieht. 


'Jya cas6-F7 sind 
Je, cosc HH Isind 











m / 
Sa) 





4 06 

0 y 
SA SE SE EEE TS 
RA3S4 77 d: berechneler Änstellwinke! 


Abb: 4 





lieren Druck verteilunesmessungen bei mehreren 
\nstellungen a, bezogen auf die Protilsehne, vor, 
o kann man qg (a) bestimmen. Ist für « p. 
l. so ist (der wirksame Anstellwinkel. bezogen 


{uf die Protilsehne. 


a h) ? D. 





Herrn Huß 
der Göttineer 


Kine auf meine ÄAnrerun®e hier von 
mann voreenommene Auswertune'! 


Versuchserzebnisse am Profil Göttineen 37 
13 DR 
| 1 ereab eute UÜbereinstimmune von «a 
I 5 
mit «den Resultaten der Prandtlschen Trae 
tlüeeltheorie 
/ 
dt 7 4 | 
! I) 
bei kleinen Anstellwinkeln. Bei größeren \nstell 
winkeln war jedoeh eine \bweichunge von etwa 


der 4. 
welche 
triebs 


Potenz (les Auftriebsbeiwertes festzustellen. 
offenbar «dureh (die Verminderung «des Auf 
eeeenlüber «lem infolee Ver 
lawerune «les Totwassereebiets nach der Saueseite 
bedinet ist. 


theoretischen 


A | 
[u Ad 2; er Ea*t; 
IT l) y 


M.E. dürften ähnliche Korrekturen aueh für ande 
Profile. die an unverwundenen Modellen zleiechen 
/ 


1 . 
_ und rechteeki- 


) ) 


eem Grundrib untersucht wurden. eültie sein. 


X\us «lem 


forschune, Technische 


Spannweiten-Verhältnisses 


Institut für Technische Strömunes 
Hochschule Berlin. 


F, Weinie. 354 


Kleine Anderungen des Kerns einer 
symmetrischen, homogenen, linearen 
Integralgleichung. In «einer früheren Arbeit?) 
wurde der Einfluß kleiner Änderungen in «der 
einem Eizenwertproblem zugehörigen Differential 
vleiehunz untersucht und darauf ein Näherungws 
verfahren aufzebaut. Man stieß bei der Unter 
suchune auf inhomorene Differentialerle) 
ehungen, deren Lösung in der dem jeweiligen 
Problem anzepaßten Form gefunden wurde. Doch 
ließ sieh diese Lösung auch dadureh finden. dab 
man als Ansatz eine Reihe der Kirenfunktionen 
homorzenen Problems ansetzt. deren Koeftizi 
enten leieht bestimmt werden können. Dies wurde 
vor Abfassunz der zenannten Arbeit auch ver 
sucht, jedoch nieht veröffentlieht. da dieser Weg 
für manche praktische Sechwinzungsprobleme nieht 
zweekmäßize ist. Diesen Wer findet man in («der 
neuen Auflare von Courants-Hilbert: „Methoden 
der mathematischen Physik”. anzegeben. 

Will man aber von der «das Eigenwertproblem 
darstellenden Integraleleiehunz auszehen. indem 
der Eintluß einer Änderung des Kernes betrachtet 
wird. so stößt man wiederum im Laufe der Ent 
wieklungen auf eine inhomorene Interralrleiehune. 
deren Lösung dureh die Sehmidtsche Reihe darge 


vEWISSE 


des 


stellt wird. Da sieh hier also (die Reihenentwiek 
lung nieht vermeiden läßt. so ist für praktische 
Zwecke das Problem etwas anders einsehrän 
kender zu formulieren: 


(sereben sei die homozene, lineare Interralrle; 
ehunz mit syvmmetrischem Kern 
h 


u(s) 7-\K (s.t)- 
d 


TARARTT A, 0) wir 2); 


I, Kine ausführliche Darlegung ‚Uber die Abhängigkeit 
der Geschwindigkeits- und Druekverteilune an einem 
Trageflügelprofil vom Anstellwinkel' ist 1035 8. 197 in Werft 
Reederei Hafen veröffentlicht, woher auch die Abbildung 
entnommen ist. 

2, Annalen der Physik, >. 


bis 352. 


Folge, Band S (1931), S. 207 
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Der Kern enthalte einen Parameter oe, so dab 
Kirenwert und Kirenfunktionen auch von «diesem 
abhänzen. Für o o, sei die Lösunz von (1) be 
kannt. derart. daß mit Ä (ss, #, 0, A das Ortho 
ronalsvstem #, (8, 0% " .„ der normierten Kiren 
[unktionen und «die Kizenwerte 4,(0, /n,o die 
Inteeraleleichung 
! > / 'Z “a ku ) f { [7 “ f dd f 0) « la 
befriedigen. Nun läßt sieh doch mit der Taylor 
schen Reihe unter «(den übliehen Voraussetzun 
ven schreiben: 
(l 0 N 
I\ ıs.t.o, et Fön 
ı! > 
Ru ak, ar ke, 2a 
(L N 7} 
I Ya O0; (/ Un 
I! Oo 
", ae, a?*r, 2b). 
(L N / 
(0, a In 
1! 9 
/ (+E£, +27 7 
vobel [1 partiell Il \bleituneen rır 0 Ög eelten 
umd in (2b) und (2e) der Index » hinzuzufüren 
Yırfe 
Dann stellen aber die Werte », und &,. die uns 


anderes «ar 
an der Stelle o, 
wird. Bei genüzend kleinem « 
auch der Betrax der Änderung von 
und EKirenfunktion bestimmt. Zur for 
\uswertun®e weht man mit (2) in (1) ein 
ind findet dureh Vergleich entsprechender Poten 
en von «a je eine Inhomozene Intezraleleichung. 


Interessieren. niehts 
Mab dafür, ob A bzw. u (s 


wesentlich hier 
dis en 
ı- oder abnehmen 
st «dadureh 
Kirenwert 


. ’ I 
NaleNn 


Fiir «(lie erste Potenz wird: 
J i N Fey} f RK (s.f U ! ı/ 
‚ae 1.0 Ss) Fon I, 2a; Bun \.lt ' 


voraus man vermöre «er Forderune, daß die 


reehte Seite orthogonal zu ”,.. Sein muß. &,., und 
mit Hilfe der Sehmidtschen Reihe r,., findet: 
fi, (8,1 old rolsI)ds- dt | 
az 
\ w 
{ N / N ' r N 
EZ /., 
EN ; 


Summenzeiehen bedeutet. daß 


während. wie ein 
.; nieht immer. z. B. für 


Beumem Ist lie Formel iur: 1s 
erwähnt. die für 


Zu Vereinfachm el des Integ 


t ıchen ha Iben, 1 Il weiter mıllgr schk pp 


vr sınd die (ren rals, dile 
nicht 


- | 
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die Feststellune der 
Wanderune der 


Änderung der Nullpunkte 
Knoten) anzenehm ist. 


Ändert sich der Kern bei zleiehbleibenden Rand 
beidinzunzen. so kann man vielleicht ebensogut 
von der Differentialeleiehunge auszehen. und die in 
ler venannten Arbeit entwickelten Gröben ®,. " 
kann man dann auch deuten. wie in (2) angegeben. 
Übrieens muß «dann das letzte Glied in (9) die 
Randbedineunzen erfüllen. 

\ndert sieh aber der Kern dureh veränderte 
Randbedingungen. so ist (lie Verwendung der In 
teeraleleichunge zweekmäbig, da diese ja jene ein 
schließt. 

Zur Verbeispielung sei der einfache umd leicht 
nachprüfbare Fall der an einem Ende fest. an dem 
anderen Ende elastisch eelawerten von («ler 
L,änee 1 gewählt. Die Randbedineungen haben 
die Form u» (0 0.u (1 h-w (1). so daß der 
Kern die Gestalt hat: 


Saite 


NK (s.t s-(] ! a+Ss»t. 58 L., 


I 


Man erhält 
sehwinden 


dann. da %, st (ka, Ks: ss. ver 


ISIN HITS. Aue n? nı? 


"A-1.0* 


d. h. die Eigenwerte sinken. und zwar propor 
tional lem Kırenwert des Auseanesproblems der 
an beiden Enden fest zolarerten Saite. Für ge 
nürend kleine a hätte man 


1 I 
„H n.0" ) h . 


W A. hi 
erTt Fu; mil 

a Q G l Jı 
vemäß mit (dem Wert überein. 
venanen transzendenten 


Der os stimmt natur- 


den aus der 


(Gleichung 


man 


tanz] /, 


hy}, 


für 4 0 erhält. 

Daß der Eizenwert sinkt. konnte übrigens auch 
nach (4) aus dem Wevlschen Satz über die Addi 
tion zweier Kerne zeschlossen werden. 

Ist beispielsweise aber #, gleich null. so mübte 
noch &, heranzezoren werden, um den Verlauf 4 (o 
zu erkennen. möglicherweise auch noch #3. 

Da jedoch die Formeln, wie schon (5) erkennen 
ließ umständlich werden. sei nur noch », an 


eerehen: 


1 8 u ki, N. { a} / «U s\.elt-d S 


2 18; ka s.t)-o, (t)-v. (8 lt.ds. 


Index » forteelassen. 


Kernen werden die Formeln ze 


einfach. 


Beı hesonderen 
lerentlich sehr 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind dureh die VDI-Buchhandlung Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


Prof. Dr. H. KOSCHMIEDER, Direktor «les 
staatl, Observatoriums Danzie. Dynamische 
\Ieteoroloxie. (Bd. 2 von Physik der Atmo- 
‚häre. Sammlung lehrbuchartiger Monographien 

ıs dem Gebiet der Meteorologie hrse. v. H. Ko 

‘hmieder.) XII + 376 S. m. 137 Abb. u. 1 Tafel. 
eipzie 19838. Akademische  Verlag@sgesellsechaft 

h. H. Preis eeh. >26 MM. 

Wir besitzen in der deutschen Literatur keinen 
\laneel an Darstellungen jener meteorologischen 
ntersuchungesmethoden, “die man praktisch als 

eoretische Meteorologie” zusammenfassen sollte. 
ie „Dvnamische Meteorologie” wäre dann ein 

"sil dieser theoretischen Meteorologie. in der man 
ech im wesentlichen mit dynamischen Problemen 
‚fassen sollte. H. Koschmieder hat zu den vor- 
ndenen Büchern und Zusammenfassungen ein 
eues hinzueefügt. das in (der von ihm heraus 
eeebenen Sammlung lehrbuchartiger Monogra- 
ohien aus «dem Gebiete der Meteorologie sozu 
ıven den theoretisch-mathematischen Untergrund 
ı bieten hat. In diesem Sinne gibt auch 
Koselhimieder in klarer und leicht faßlicher Form 
les, was man als Grundlage für das Verständnis 
eoretischer meteorologischer Arbeit bedarf. Er 
ribt einen Überbliek über die ganze Statik (der 
\tmosphäre, die wie üblich in Verbindung mit 
len Grundsätzen «ler Thermodynamik «der Atmo 
phären gebracht wird. er behandelt die Kine 
matik. das Stromfell und seine Eirenschaften uni 
n Verbindung «lamit «den kinematischen Aufbau 
vilroıvnamisecher Stromfelder mit speziellen An- 
venduneen der Aufwindtheorie: schließlich werden 
n einem 3. Teil, der die Aufsehrift .Dvnamik" trägt 
lie Differentialeleiehungen der Luftbewerung, (lie 
\ementaren Bewerungen mit und ohne Reibung. 
lie Enerzierleiehungen und die Schwinzungen «ler 
\tmosphären abzeleitet und besprochen. 

Geren (las, was Koschmieder in seiner „byna 
nischen Meteorolorje" oejbt unıl auch vEeOEN die 
\rt. wie lies eeeeben wird. ist wenize einzuwen 
len. und das Buch kann allen, die in «der Meteoro 
seje sieh eine eewisse Grundlage aneienen wol 


en. nur empfohlen werden. Was mir in (dieser 
Ivnamischen Meteorologie abreht. ist die Her 
ısarbeitung (der Problemstellung bei den em 
elnen Fragen, über «lie meines Erachtens viel zu 
kurz hinwergereaneen worden ist. Wenn Ko 
chmieder im Vorwort sart, daß „das Gewicht 
ler Darstellung in «ler Statik anf der Zahl, in der 
kinematik auf der Zeichnung, in der Dynamik auf 
er Formel” liegt. so möchte ieh hinzufügen. dab 
ı der «dynamischen Meteorologie (das Gewicht 
auf den dynamischen Problemen Tieren sollte: in 
koschmieders Buch sind zwar (lie Grundlaren für 
ine Behandlung dieser Probleme zereben. aber 
iber sie erfährt man recht wenie, Es fehlt am 
Schluß des Buches sozusaeen noch ein nieht zu 
kurzes Kapitel. in dem (lie modernen Fragen (der 
heoretisehen Meteorolorie behandelt sein sollten. 
Dann wäre die „dynamische Meteorolorie" voll 
ständig, Nach der Güte des ersten Teiles hätte 
han auch für den fehlenden Schluß eine eute unıd 
ıhaltreiehe Darstellun®e erhoffen «lürfen. 

Berlin. \. Defant. 369 


\. BJERKNES, Prof. a. d. Univ. Oslo. Research 
\ssoelate des Carnegie Institutes in Washineton. 
| BJERKNES, Prof. am Geophys. Institut Ber 
en, H. SOLBERG, Prof a. «dl. Univ. Oslo. T. BER- 
GERON, wissenschaftl. Berater im norwer, Wetter 
lienst, Physikalische Hydrodvnamik 
mit Anwendung auf die dynamische Meteorolorie. 


XVII + 797 Ss. m. 151 Abb. Berlin 1953. ‚Julius 
Sprinzer Verlag. Preis geb. 69 M. 


Die reine (klassische) Hydrodvnamik setzt vor 
aus, dab entweder «die Flüssiekeit homogen und 
unzusammendrückbar sei oder dab bei Zusam 
mendrückbarkeit die Diehte zeitlich umd räumlieh 
nur vom Drucke abhänzee. Dieser klassischen 
Hyilrodynamik. die keine Behandlung (ler Wechsel 
wirkung zwischen Bewerune und Zu- und Abfuhr 
von Wärme dureh Leitune und Strahlung zuläßt. 
setzt \, Bjerknes (die „physikalische Hydro 
ynamik” gewenüber. In ihr finden die physikali 
lischen Eigenschaften der wirklichen Flüssirkeiten 
und Gase so weit Berücksiehtizung, dab die Tem 
peratur als dritte gleichbereehtigte Zustanisver 
änderliche neben Druck und Diehte (bzw. Vol 
men) eingeführt wird. Datlureh können auch ther 
modynamische Vorzängre als primäre Strömungs 
ursachen erfaßt und von hier aus «die groben 
hyilrodynamisch veophysikalischen unel hvilro 
ynamisch - kosmischen Probleme in Angriff ge 
nommen werden. Die Anwendung auf meteoro 
lorische Aufgaben zieht sieh wie ein roter Faden 
bereits dureh (den theoretisch-hydrodynamischen 
Hauptteil des Buches. Im (erheblieh kürzeren 
„weiten Teil werden die wiehtiesten meteorologi 
schen und klimatolorisehen Erfahrunestatsachen 
unter Bezugnahme auf die voranzewanzenen theo 
retischen Entwieklungeen dargestellt. 

Die beiden ersten Kapitel des Buches 
eeben einen zedrängten. aber äußerst klaren Über 
bliek über «ie Vektor- um! Tensorreehnungs sowie 
über die Kinematik der Kontinua. wobei sowohl 
Cartesische als auch eanz alleemeine Koordinaten 
Anwendung finden. Im dritten Kapitel wer 
den die Gleicheewichts- um Bewerungeseleichun 
ven für ideale und für reibende Flüssiekeiten in der 
soo, Lagranzeeschen und in der Eulersehen Form auf 
zestellt und die Vor- und Nachteile der beiden S\ 
steme vom mathematischen und vom physikalischen 
Standpunkt aus abzewozen. Im vierten Kapitel 
werden «lie allzemeinen Eizenscehaften der hvdro 
dynamischen Stromfelder untersucht. Dabei werden 
an Stelle der bekannten Erhaltungssätze «der Klas 
sisehen Hvlrodvnamik veralleemeinerte Sätze über 
Zirkulations- und Wirbelbildung® abweleitet. Daran 
anschliebemd wird «das Massen- umd Temperatur 
fell im stationären zirkularen Wirbel untersueht 
um Entstehune umd Bedentun®e der Turbulenz 
eroben Stils. die man in der Lufthülle und im 
Meere antrifft. behandelt. Die Besprechung (les 
Kinflusses (der Reibung führt zu einer alleemeinen 
IUntersuchun®s der Enerzieumwandlungeen in einer 
„physikalischen Flüssiekeit umd zur Aufstellung 
thermodynamischer Sätze über die Arbeitsleistung 
bei Zirkulationsbewerungeen. 

Von besonderem Reiz siml das fünfte uml 
sechste Kapitel, in denen auf «hie auffällige 
\nalogie der hyedrodynamischen Stromfelder mit 
den elektrostatischen und magnetischen Kraft 
[eltern hingewiesen wird. In allen 3 Fehlern wer 
den paarweise zusammengeehörigze Vektoren be 
trachtet. die sieh dimensionsmäßie um einen Fak 
tor unterscheiden, «ler eine Eirenschaft des stoff- 
lichen Trägers «es Feldes darstellt: elektrische 
Verschiebung und Feldstärke. maenetische In 
duktion und Feldstärke,. Geschwindigkeit und spe 
‚fische Beweruneseröße. Werden der Gesehwin 
diekeit die elektrische Verschiebung hzw. mnaene 
tische Induktion. «der spez. Beweruneseröße aber 
die Feldstärke zugeordnet, so gelangt man zu den 
hyvelrodynamischen  Feldgleiehungen für nicht 
stationäre Bewerung. Von den zahlreichen mete 
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orolorisehen Anwenduneen der Ergebnisse, «die 
Verf. gibt. seien (die Luftbewerung quer über einen 
(ebiresrücken und «das Zusammenfließen der Re- 
eentropfen Vertauseht man 
lie Zuordnunze von Geschwindigkeit und spez. Be 
weruneseröbe,. so dab statt (des spez. Volumens 
lie Diehte der Dielektrizitätskonstanten bzw. ma 
netischen Permeabilität entspricht. so gelangt man 
hvdrodynamischen Feldgleichungen der 
; Bewerune,. Von ihnen aus 
\usblieke auf Traeflüreltheorie. 
Ruıderns und des Fluges der Vögel 


besonders erwähnt. 


’\ı ien 
tationären ergeben 
sich anrerende 
"heorie (des 
und Insekten. 
Im siebenten bis elften Kapitel wird plan 
äßbie uml eanz alleemein eine Theorie der 
Sie beeinnt 


Wellenbeweeunzeen 0entwiekelt. 
alleemeiner Störuneseleiehun 


mit der Ableitung 
en I beliebig veeebene Beweruneen «dureh 
L.inearisierung «der hvedrodvynamischen Gleiehun- 


(leieh 


l,ösune  so- 


werden  Gleiehuneen ler 
| deren 


aufeestellt. 


wol 1 reinen Kompressionswellen Schall 
wellen ıls aueh «(die reinen Schwerewellen um 
faßt. um es wird untersucht. in weleher Weise 


verändern. wenn (lie 


sieh (lie Wellenbeweruneen 
aufeinamderlawernden Schichten verschiedene heri 


ontale Translationsbeweruneen haben und wie 
dabei .„lvnamische Instabilität" auftreten kann. 
Schließlieh werden (die Sechwineuneen uml Wellen 

einem zirkularen Wirbel behandelt. in dem eine 


Wirbelachse zeriehtete Anziehuneskraft 
wirkt, Die bekannte, bisher nur für homorene und 
usammentdrücekbare Flüssiekeiten benutzte 
auasi-statische Methode, d. h. (das Verfahren. die 
eiehune für (die Vertikale dureh (lie 
wird auch 

für zusammemlrückbare Schiehten in indifferentem 


li eleheewie tseleichun®e AR 


ersetzen. 


wllADATISENeMm (leiel eewjicht entwiekelt. Dabei 
wird auf M Vorteile wie auf die inneren 
Schwächen «dieser Methode hinzewiesen um] ee 


eiet. lab lie Laplaee sche Gezeitentheorie hin 


Sı ler ?4 stümlieen Gezeiten eine wesent 
che Lücke enthält. (die darauf zurückzuführen ist. 
lab in ihr «die emasi-statische Methode über Jie 
(Grenzen ihrer Gültigkeit hinans. nämlieh auf ein 
Yo t les SVsten ineewendet wird. 


Unzulängliehkeit der quasi 


St“ S \h tho r IST u lie \eteoroloeie von 
FTü | o leı Br leutu 10 Im WW ölfte 1] his 
vie nten Kapitel wird «daher «die Wellen 


beweenune anf «ler rotierenden Erde nach der exakt 


Ivnamisehe Methode behandelt, Das Endereebnis 
lieser Untersuchungen ist. daß man dureh Inte 
eration «(ler Störuneseleiehuneen für zwei in zono 
er bev ınz befimlliche isotherme Schichten auf 
ler rotierenden Erde zu Wellentvpen zelanget. (lie 
bloß qualitativ. somdern in recht befrieli 
\nnäherunge auch zahlenmäßie «lie wesent 
Merkmale neugebildeter (junger) Zyklonen 

Mit einem Ausbliek auf eine Fülle neuer Auf 
eh Y ler Lösunz harren. schließt der 


von \, Bierknes selbst mit wesentlicher Unter 


stutzung vo H. Stolbeı verfabte theoretische 
leil des Buches. Er kann nach Ansicht des Refe 
! l Us e] \ıus e] leı Bearbeitune eINEs Teil 
rebietes ıler anzewandten Mathematik bezeichnet 
rl SOWO lie Auseangspunkte «der Theorie 

s auch «die Sehlußerrebnisse der Rechnungen 
S ' Zusammenhane mit der Erfahruneswelt. 
ınd es werden unnötire, «las Verständnis erschwe 
le Spitzfindiekeiten vermieden und doch ist 
herall Strenzee (der Schlußbweise und Schärfe der 
beerift eewahrt, bBedanerlich ist nur. «dab 
B rknest veise eine Terminolorie gebraucht. 
e vo ler bei Mathematikern uml Phvsikern 
sons ihlich: ıhweicht So wird als Gra 


dient der Fallvektor la bezeichnet. währenil 
der Gradient der Mathematiker und Physiker mit 
dem Namen Aszendent belert wird. Da das Bueh 
auf viele Jahre hinaus die Hv«ıdrodynamik füı 
Meteoroloeen sein wir. wirde (die unseliee Ver 
schieitenheit des Begriffes „Gradient” bei Mathe 
matikern und Physikern einerseits und bei den 
Meteoroloren andererseits mit einem Schlare be 
seitigt worden sein. wenn sich V, Bjerknes 
hätte «lazu entschließen können. sieh der Bezeich 
nungesweise «der erstzenannten anzuschließen. 

Der zweite, empirisch-meteorologische Teil des 
Buches. für Inhalt J, Bjerknes,. der 
Sohn von V. Bjerknes. und T. Bergeron 
verantwortlich sind. besteht aus 5 Kapiteln mit 
den Überschriften: «der mittlere Zustand «er 
\tmosphäre, «ler Wärmehaushalt der Atmosphäre. 
die permanenten Zirkulationssysteme. «die Störun 
een der großen permanenten Zirkulationen. «das 
Wetter, Dieser Teil billlet gewissermaßen ein kurz- 
eefaßtes Lehrbuch der Meteorologie für Hydrosdı 
namiker, das dureh «die mannigefachen Bezuenah 
men auf den theoretischen ersten Teil besoniders 
anziehend ist. In Übereinstimmune mit «len theo 
retischen Ereebnissen wird die Entstehune und 
Entwieklung der «den quasi-permanenten Zirkula 
tionen üüberlagerten Störunzen, «ler Zyklonen. als 
eine nicht-umkehrbare Umbildune einer Wellen 
störune In einen eroßben Luftwirbel, (der als soleher 
schließlich abstirbt. erklärt. 

Den Schluß les Buches bil let eine Bibliorraphie 
mit eeschiehtliehen Erläuteruneen. in «der über «die 
Entwieklunz der Arbeiten der Bjerknesschen 
Schule berichtet wird. 

Frankfurt a. M. 


lessen 


Franz Baur. 359 


Chefastronom des Bundesamtes 
für Eiech- und  Vermessuneswesen in Wien. 
Physikalische Geodäsie Bd. AlIV d. 
Sammler, „Mathematik und ihre Anwendungen in 
Monographien und Lehrbüchern“. Leipzig 1933. 
\kademische Verlagrszesellschaft m. b, H. X] 

31 S, m. 49 Fire. im Text, Preis geb. 3IM. 

Verf, hat sieh die Aufzabe gestellt. die mathe- 
matischen und theoretisch-phvsikalisechen Grund- 
laren zur Beantwortung (der Frage nach der Figur 
ter Erde zusammenzustellen. Empirische Fragen. 
die «las Problem betreffen und noch heute zu (den 
umstrittenen Punkten «(der höheren Geodäsie zählen. 
werden nieht behandelt. In den ersten Kapiteln 
werden rein mathematische Grundlagen gzereben: 
\us der Theorie der Kurzel- und der Lam e schen 
Funktionen. die Greenschen Integralsätze. Das 
vierte Kapitel bringt «lie wichtigsten Sätze aus 
der Potentialtheorie. ohne daß jeder von ihnen 
ausführlich bewiesen wird. Einen großen Raum 
nimmt die Behandlunze der Gleichzewiehtsfiruren 
ein. insbesondere werden die Ellipsoide von Mac 
,aurin und Jacobi einzehend untersucht. 
Weiterhin werden das berühmte Clairautsche 
Theorem und «die hiermit zusammenhängenden 
Fraxen besprochen. Abschließend wird die Arbeit 
von H. Bruns: Die Fieur der Erde behandelt 
und ereänzt. Inseesamt ist das Buch nicht für 
jemanden zeschrieben. der sich zum ersten Male 
mit dem Stoffe befassen will. Besomdlers zu be 
erüßen ist die Wiedergabe der älteren klassıschen 
\rbeiten. da «diese oft schwer zueängelieh sind: 
Verf. hat sieh meist enz an die Originalarbeiten 
rehalten. Bei der Behandlung der Gleicehrewiehts 
tieuren hat sieh der Verf. A. Veronnets Dar 
stellune in P. Appells Traite de mecaniqne 
rationelle (4, Paris 10921) zum Vorbild genommen. 


F. HOPFNER, 


Fiir manehen Nachweis aus (der neueren. weit zer- 
strenten Literatur wird der Fachmann dem Verf. 
Jlankbar sein. 


Potsılam. H. 
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Handbuch der Vermessungskunde von weil. Dr. 
i h. 5; W., JORDAN, Prof. A. d. Teehn. Hoch- 
le zu Hannover. fortgesetzt von weil. Dr. 
REINHERTZ, Prof. a. dd. Techn. Hochschule zu 
ınover. Zweiter Band. Zweiter Halbbanıdl: 
ıenmessungen, Tachymetrie, Pho 
rrammetrie und Absteekungen, Mit 
‚lreiehen Figuren und Abbildungen. 9. erw. 

ıtl.. bearb. v. Dr. Dr.-Ing. e. h. O. EGGERT, Prof. 

I. Teehn. Hochsehule zu Berlin. Stuttgart 1955. 

B. Metzlersche Verlaesbuchhandlung. X + 597. 

IS hroseh. 235.25 M.. ve), 28.25 M. 


Wie der im Jahre 1931 erschienene erste Halb 
| (les zweiten Bandes des Handbuches «ler 
rmessungeskunde ist auch der vor kurzem her- 
vpekommene zweite Halbband von O0. EKrrert 
len meisten Teilen von Grund auf neu be 
heitet worden. In diesem simd die Nievellierun- 
1. (lie trieonometrischen und die barometrischen 
löhenmessungen, die Tachymetrie, die Photo- 
ıınmetrie,. «die Vorarbeiten für Kisenbahnbau 
sw. um eine Übersieht über «lie deutschen Lan 
Iesvermessungeen behandelt. Die in den letzten 
Iahren vollzorene schnelle Entwieklung und weit 
ehende Verbesserung «der Meßinstrumente uni 
" Meßverfahren. den gewaltigen Aufschwung 
Photoerrammetrie hat der Bearbeiter in «der 
‚rlierenden Neuauflage in einer Weise berück 
ehtiet. die abermals ein hervorrazrendes Zeugnis 
on seiner bekannten und stets bewundernswerten 
(Gesehiekliehkeit ablert. alle Neuerungen dem 
l,eser in klarer. einfacher. dabei in einer sehr an 
preehenden Form zueäneliceh zu machen. Die 
ahlreiehen, reeht deutlichen Abbildungen uni 
"jenren erleiehtern nieht nur die Lektüre, sondern 
sie vermitteln sehon bei einem flüchtiren Dureh- 
ättern des Buches einen Einbliek in die Viel- 
‚estaltiekeit (ler Instrumente, z, B. der Nivellier- 
ıstrumente, der Nivellierlatten. «der Phototheo- 
lolite usw. In der neuen Bearbeitung ist in erster 
Linie der Abschnitt über Photorrammetrie hervor- 
uheben: in historischer Entwieklunge wird der 
lamdmesser und der Vermessungsingenleur mit 
I «len für die Praxis wiehtieen Verfahren und 
\eb- umd Auswertungsgeräten ausführlich be 
annt wemacht. Besonderes Interesse dürften 
uch für den Niehtfachmann «lie Ausführungen 
erweeken. «lie sieh auf die neuzeitliche Photo 
rammetrie aus der Luft beziehen: das zleiche 
rifft für die Darstellune (der schwierigen Ver- 
essunesarbeiten zu. die z. B. bei ausgeedehnteren 
Iunnelabsteekungen auftreten. Den Abschluß 
let eine bis zur ‚Jetztzeit reichende zeschieht- 
he Übersicht über (die deutschen L,anıdesver- 
essungzen. Kine Reihe praktischer Gebrauchs- 
nl Rechentafeln sind in einem Anhang unter 
rebracht. Für Studierende und für Fachleute ist 
ie von d, Erzert besorgte neunte Auflage des 
vesamten zweiten Bandes «des Handbuches «der 
‚\ermessuneskunde ein erstklassires Werk. 
’’otsılam. H. Schmehl, 372 


ENRICO PISTOLESI, Protessore nella R, Seuola 
Inzeeneria di Pisa. \erodinamiea. Biblio 
ea dellInzeenere. Dir. dal Prof. Inge. G. Al 
nen, NSeienee Propeteutiche Bd. I. Turin 19932, 
nione Tipogratieo-Kiitriee  Torinese. AV] 
3 S. m. 294 Abb. 
Inter dem Titel „Aerodinamiea* wird hier ein 
ıseezejiehneter umd sehr vollständizer Abrib «er 
hnischen Hydromeehanik. unter besonderer Be- 
nung «der für die Flurteehnik wiehtieen Fragen. 
ereben, Nach einer alleemeinen Einleitung über 
'e Theorie der idealen Flüssirkeiten. einschließ- 
ch der Helmholtzsehen Wirbelsätze und (der 
heorie der wirbelfreien Bewegungen, folgt ein 





ausführliches Kapitel über die Auftriebskräfte «les 
Tragstlürels sowohl von unendlicher wie von enil- 
licher Breite, Die Fragen «des hydraulischen 
Widerstandes werden in ihrer «eanzen Vielseitige 
keit erörtert. umd schließlich wird ein Abriß der 
| ropı llertheorie zereben. Die Darstellung ist Klar 
umd sorefältie unter aufmerksamer Benutzung «der 
vorhandenen Literatur weschrieben. Man kann 
len Verfasser zu dem wohlzeelunzeenen Werk be 
rliückwünschen wie aueh «den Herauseeber. der 
damit in vielversprechender Weise eine neue Lehr- 
büchersammlunze für die theoretischen Ineenieur 
wissenschaften eröffnet hat. 


H. HAHN, 0. Prof. a. d. Universität Wien, 
kReelle Funktionen. I. Teil: Punktfunk 
tionen. Bd. NIl.1 d. Sammlg. „Mathematik und 
ihre Anwendungen in Monographien und Lehr 
büchern“. Leipzig 1932. Akadem. Verlagszesoll 
schaft m. b. H. XI + 410 S. Preis geb. 32 M. 

Dr. Ss. BOCHNER, Dozent a. (dl. Univ, München. 
Vorlesungeen über Fouriersche Inte- 
erale. Bd. All dd. Sammle. „Mathematik und 
Ihre Anwendungen in Monographien und Lehr 
büchern”. Leipzie 1932, Akademische Verlags 
esellschaft m. b. H. VIII 229 S,. Preis zeb. I6M. 


Zwei neue Bände «der Sammlung mathematischer 
Monographien, «die, ursprünglich von Hilb be 
eründet,. jetzt von Artin und Kowalewski 
herauszereben wird. beschäftiren sieh mit zwei 
modernen Gebieten «der Analysis. Hans Hahn 
eijibt eine durehgreifend veränderte Neubearbeitung 
des ersten Teiles seiner 1921 in anderem Verlag 
erschienenen Theorie «der reellen Funktionen. Sie 
enthält in überaus konziser, knapper Darstellungs 
form die Grundbeeriffe der Mengenlehre umd ihrer 
Anwendung auf «die Definition reeller Funktionen. 
Mehr Interesse vom Standpunkt des „angewandten 
Mathematikers" werden die Bochnersechen Vor 
lesuneen über Fouriersche Inteerale finden, Es 
ab bisher noch keine lehrbuechmäßize Zusammen 
fassung der hierher gehörizen Sätze. Wenn auch 
in diesem Werk eleichfalls das rein mathematische 
Interesse im Vordererund steht. win man man 
eherlei für die Anwendungen «daraus entnehmen 
können. 


Dr. O9SKAR PERRON, 0. ö. P’rof. d. Mathematik 
a. d. Universität München. Alrebra. I: 
Theorie deraleebraischenGleiehun 
ven. 2. verb. Aufl. (Bd. 9 Göschens Lehr 
bücherei. I. Gruppe: Reine uml angewandte Ma 
thematik.) VIII+261 S. m. 5 Fig. 1933. Walter 
de Gruyter & Co. Berlin und Leipzig. Preis geb. 
450 M. 

Der zweite Band des hier schon angekündigten 
Perronschen Werkes!) brinet nach einiren Be 
merkungen über «lie numerische Auflösung von 
Gleichungen eine systematische Einführung in «die 
(saloissche Gleiehunestheorie. Der Text ist mit 
eröbter Sorgfalt umd in dem Bestreben klarer 
Verständlichkeit zeschrieben. 


Dr. KYRILIL POPOFF, o. Prof. a. ıl. Univ. Sofia. 
Das Hauptproblem der äußeren Bal 
listikim Liehte dermodernen Mathe 
matik. Bd. XI dd. Sammle, „Mathematik uni 
Ihre Anwendungen in Monographien umd Lehr 
büchern‘, Leipzig 1932. Akaulem. Verlaeseesellsch, 
m. b. H. XI + 214 S. m. 9 Textfie. Preis geb. I8M. 


Der Verfasser hat sich seit Janzem (die analı 
tische Behandiung des Hauptproblems (ler äuberen 
Ballistik zur besonderen Aufrabe zeemacht, Auf 


1) Bd. 12 (19432), S. 386. 





































































328 


diesem Gebiete sind im Laufe des letzten Jahr 
hunderts zahlreiche Methoden «der Berechnung von 
Flurbahnen von seiten der praktischen Ballistiker 
während (die 

Untersuchun®e der mabßbrebemdlen Differ ntialelei 
ehuneen seit Euler kaum Fortschritte aufzuweisen 
jatte,. Mit zrobem Krfolz hat Popoff es unter 
nommen, «ie inzwischen entwickelte Intewerations 
heorie «der Differentialgleiehungen, wie sie haupt 
säiechlieh auf den Gedanken von H. Poineare be 
ılıt. für (die Frazestelluneen der Ballistik nutzbar 

Wenn er jetzt seine früheren Al 
anmdlunzeen. von «denen eine auch in «dieser Leit 


] 


entwiekelt worden. theoretische 


Il INaecenen. 


schrift ersehlenen ist. In einem Buch zusammen 
Yabt umd ereänzt. so wird man Ihm hierfür Dank 


vissen, Der Hauptgedanke «der neuen Lösungs 
methode ist der, eine Funktion «des Abgangs 


winkels als Parameter «(er Differentialeleichung 


xulzulassen und die Lösun® für ein beliebiees 
\Wılerstamdswesetz auf Grund «er Poineare 
schen Sätze nach Potenzen «lieses Parameters zu 


entwiekeln., Man erhält so einerseits theoretisch 
vernünftize Lösungen umd findet amtdererseits 
deren Beziehungen zu manchen der in «ler Praxis 
ibliehen Ansätze. Auch auf das erweiterte Pro 
bliem (der Geschobbewerung in der Atmosphäre 
mit veränderlicher Diehte timlen «die neuen Ge 
siechtspunkte erfolgreiche Anwendung. 


Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz 
gebiete. Hrsz. v. d. Schriftleitung «des „Zentral 
blatt für Mathematik", 2. Bd. Heft 1:0, VEBLEN, 
’rojektive Relativitätstheorie. \ 
(> S.m.>3 Fir. Preis broseh. 8 M. Heft 2: TIBOR 
RADO, On thelProblemofPlateau. 109 S. 
m. 1 Abb. Preis brosch. 12.50 M. Berlin 1935. 
Julius Springer Verlag 


Von «len beilen ersten Heften (des zweiten Ban 
des behandelt «las erstere einen aus dem Inteı 
alleemeinen Relativitätstheorie 


seneebiete ler 
entwiekelten Fragenkreis. Das zweite beschäftigt 
sich vom Standpunkt «der modernen 
init dem klassisehen Problem der Flächen kleinsten 
an «dem sich seit jeher die Kraft der 
\nalysis, namentlich «die Tragweite der Sätze der 
‚u messen pflegte. 
Mises 3W 


\usn les 
\ Illılk jr 


\arlationsrechnung 


1. \. DAYNES, D. Se. F. Inst. P., Gas Ana 
sis bi Measurement of Uhermal Comduetivitv. 
Cambrilee Universit\ Press 1933. VII + 357 ®8. 


m. 76 Xbhb. Preis 16 sh, 


Darstellune «der chemischen 4ras 
analvse enthält das Buch die Behandlung physi 
kalischer Hilfsmittel, | 
Hitzılrahtmessungeen mit 

mat scher Mittel «liskutiert 


wobei auch insbesondere (ie 
\nwentdune® mathe 
werden. 


Molekülstruktur. Leipziger Vorträge 1951. Her 
auszer, von Prof. Dr. P. DEBYE, Direktor (des 
'hvsikalischen Instituts der Universität Leipzig. 
Ss, Hirzel Verlag, Leipzie 1931. VII + 197 S. mit 
14 Fir. u. 5 Tafeln. Preis kart. WM. 


usammeneestellten Vorträwre verschie 
lener Autoren behandeln Probleme «der freien 
Prehbarkeit in Verbimluneen., der Banmdenspek 
troskopie,. des Ramaneffekts umd «der Prädisso 
lation. Sje veben aueh «lem  Fernerstehenden 


einen Kinbliek in die Versuche, (lie aus «der Atom 


heorie gewonnenen Erkenntnisse anf die kom 
plizierteren Verhältnisse les Molekülbaus zu über 
traeen 

J. REZELMAN, Inzeenieur en Chef aux Ateliers 
lv Construetions Eleetriques «de Charleroi Les 


I) 


machineseleetriques etlapredeten 


Buchbesprechungen 


Ztscehr. f. angew. 
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puissance speei 
Kommissionsverlae B. 6. 


DS S. m. 16 Fie. 


mination de leur 
[fiqgue maximum. 
Teubner in Leipzig u. Berlin, 
l’reis geh. 2M. 

Ohne eizentliche theoretische Berründung wird 
hier an numerischen Einzelbeispielen «lie Methoidle 
ler Leistunesberechnung elektrischer Maschinen 
entwiekelt. Das Buch kann daher für Elektro 
ineenieure als Anleitune®e zu solchen Bereechnunwen 
von Wert sein. 


Dr. EMIL WARBURG 7, V’rof. a. dd. Univ. Berlin. 
Präsident der Physik.-Teehn. Reiehsanstalt a. D.. 
kehrbuch «der Experimentaiphysik 
für Stuwdierende. 23. u. 24. verb. Aufl. Bearb. v. 
’rof, Dr. G. HERTZ. Techn. Hochschule Berlin. IN 

Ini S. m. 455 Abb. Dresien 1933. Theodor Stein 


kopff. Preis geb. 12M. 


Das beliebte Lehrbuch ist schon in «ler vorigen 
Auflage einer gründlichen, den modernen Berdürf 
NISSen entsprechenden Umarbeitung unterzogen 
worden, Die neueste Auflage bringt einige weitere 
Verbesserungen und Ereänzungen. 


’. X. M. DIRAC, Fellow of St.-John's Colleee, 
Cambridge. Les Prineipes de la Meca 
nigue@nantigque. Traduit par A. Proca, 


liieeneie Es >eiences. et J. Ullmo. Aneien 
eleve de VEecole Polvtechnique, Reeueil des con 
ferenees-rapports de «documentation. Vol. 21. 


l,es Presses universitäires de France. 49, Bou 
levarıl Saint Michel. Paris 1931. VllI+ 314 8. 

Das bereits in deutscher Übersetzung vor 
lieremde Buch des erfolgreichen Mitbegründers 
der Quantenmechanik erscheint hier auch in fran 
„ösisecher Bearbeitung, Entsprechend «lem eigenen 
Anteil des Verfassers an der Entwieklung steht 
im Mittelpunkt «der Darstellung neben der 
eruppentheoretischen Symbolik die wahrschein 
lichkeitstheoretische Deutung der Gleichungen. 
der Begriff (der „Observabeln" umd «die relati 
vistische Theorie des Elektrons. 


Breslau. F, Noether. 


Sehriftleitune folgende 
Besprechung 


"erner sind bei der 
Bücher einzeranzeen (ausführliche 
bleibt vorbehalten 


Vierstellige Tafeln (er Kreis- umd Hyperbel 
funktionen. sowie ihrer Umkehrfunktionen im 
komplexen. Berechnet und erläutert von Robert 
H\WELKA. Assistent an «der Dtsch. Techn. Hoch 
schule in Brünn. Im Auftrax@ «es Elektroteehn. 
Vereins E. V, in Berlin herauseereben von Fritz 
KMDE. Dr.-Ing. e. h.. Dr. techn. e. h.. o. Prof. a. ıl. 
Teehn. Hochseh, Stuttgart. Braunschweiz 1031. 
Frielr. Viewer & Sohn. 109 S. Preis im Inlanıd 
4% M. im Ausland 10 M. 


KARL OLTAY, o. ö. Prof. d. Techn. Hochschule. 
KR. Miteliel der Une. Akademie (ler Wissenschaf 
ten. Relative Schwerkraftmessungen 
„zwischen Budapest und Wien. Mitt. des 
Ine, Geod,. Instituts, III. Auseabe «les Une, Geoil. 
Instituts. Budapest 1932. 53 8. m. 6 Fie, u. 
>20 Tafeln. 


H. W. BRUNS, Über den Ursprung deı 
Tatsache. die dem zeroben Fermä!f 
hen Theorem zuerunde lieet. Basel 
1933. B. Wepf x (Co. Verlar, 16 >. Preis broseh 
2 Schw. Fr. 


Dr.-Inze. FRITZ HEUMANN, ‚Jena. Verhalten 
keramischer Werkstoffe beı /Zue 
druck-Dauerbeanspruchung. 42 SS. m. 
I Abb. u. 4 Zahlentafeln. Berlin 1933. VDI-Verla«. 
reis kart. 4.50 M (VDI-Mitelieder 4.05 M). 
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r.-Ine. H. OSCHATZ, Gesetzmäbigkei- 
ı ıdles Dauerbruches und Wege zur 

jeerung der Dauerhaltbarkeit. 
“ft 2 (der „Mitteilungen der Materialprüfungs 
talt a. d. Teehn. Hochsch. Darmstadt.) IV 
Ss. m. 75 Abb. u. 9 Zahlentaf. Berlin 1933. VDI 
av G.m. b. H. Preis broseh. 5.60 M. 


Prof. Dr. MAX PLANCK, Were zurphvsi 
ischen Erkenntnis. Reden und Vor 
ve, Leipzig 1955, >. Hirzel Verla®w. IN © 280 8, 


is veeb. SM. 
I. H. CZOPOWSKI, Prof. Politeehniki War 


wskiej. Statvka Analityczna. la 
wljujaeveh Nauki Inzynieryjne i Fizyezne, ‚Jako 
m V T\ .„Mechaniki Teoretveznej” Teeroz \u 
1. Warschau 1933. IN 4 200 8. m. Abb. (poln.). 


Dr.Ine. WILHELM STIEBER, Das Sehwimm 
rer, Hydrodynamische Theorie des Gleitlagers. 


1 106 S. m. 12 Zahlent. u. 4? Abb. Berlin 1935. 
bI-Verla@e. Preis 6 M. VDI-Mitel. 550 M. 


Dr. W,. LIETZMANN, Oberstudiendirektor ınm 
;öttineen. und Dr. J. JAROSCH, Direktor (lei 
ındesrealsehule in Wien All. Geometrie, 
nhärische Trieonometrie uml Analytische Geo 
etrie der Ebene für die 7. u. 8. Kl. der Realsechu 
. >. Aufl. Aus d. Sammle, „Mathemat. Unter 
ehtswerk für Mittelschulen“ von W, Lietzmann 
I J. Jaroseh. 112 S. m. 35 Fig. Wien 1935. 
rınz Deutieke. Preis kart. 335 M. 


Stinlienrat KARL PILIZOTTI, Direktor (des 
sumdesrealevmnasiums in Wien AV. Lösun 

en zu den Aufeaben «der Analvti 

hen Geometrie der Ebene 55 > m. 
5 Fie. Wien 1933. Franz Deutieke. Preis weh 
60 M, 


Berichte aus dem Laboratorium für Verbren- 
nungskraftmaschinen der Technischen Hochschule 
Stuttgart. Heft 2. 7S S. m. 96 Abb. Stuttgart 1939. 
\erla@ von Konrad Wittwer. Preis geh. 7.50 M. 


_ 


Pr. JOHANNES TROPFKE, Vberstudiemlirektor 
ı «ler Kirsehner-Schule zu Berlin. Geschichte 
ler Elementar-Mathematik in systema 
scher Darstellun®e mit besonderer Berücksiehti 

ın®e «der Fachwörter 2. Bd.: Alleremeine 
\rithmetik. 23. verb. u. verm, Aufl. IV 
66 8. Berlin u. Leipzie 1955. Walter de Gruvter 

('o. Preis eh, 13.20 M. 


Dr.-Ine. 6. SCHARRER, Nürnberg-Stuttzart, u, 
r..Ine. OTTO BRÖTZ, Hannover. Gebäude 
cehwineunzren. Forschungsheft 359. Berlin 

1933. VDI-Verlae. 24 S. m. 45 Abb. u. 6 Zahlentaf. 
’reis DM. f. Mitel. d. VDI 450 M. 


k. L. MOORE, Professor of Pure Mathematies 
niversitv of Texas, FoundationsofPoint 
set Theor V, X\meriean Mathematical Soelet\ 
ologuium Publieations. Vol. XI. New York 
32, American Mathematical Society. VI ING N, 
reis Dh 8. 

JOSEPH FELS RITT, Professor of Mathematies 
olumbia University. Differential Equati 
ns from the Algebraie Standpoint. 
\meriean Mathematieal Society Colloguium Pu 
lieations. Vol. XIV.) New York 1932. American 
\lathematien] Societv. \ 172 S. Preis geb. 250 8. 


Dipl.-Ine. LENZ, Oberree.-Rat u. Mitel. «d. Reichs 
ıtentamtes. Die Rechen- und Buchungrs 
naschinen. 3. Aufl. VI + 122 S. m. 58 Abb. 
m Text. Leipzie u. Berlin 1932. Verlae von B. 6. 
leubner. 





Dr.-Ing. H. KIEKEBUSCH, Charlottenburg, Die 
Werkzeuemaschine unter Last. Form 
änderungen und Beanspruchungen der Drehbank 
unter Betriebslast. Forschungesheft 360. 32 8. m. 
I00 Abb. u. 3 Zahlentaf,. Berlin 1933, VDI-Verlag 
G. m. b. H. Preis 5 M. 


FEDERIGO ENRIQUES, «ol voncorso «li «li 
versi eollaboratori. Gli Elementid’KEuelide 
e laeritieaantieane modernzx. Libro \. 
>»3D N. boloena 1932. Nieolo Zanichelli. 


J,. NIKURADSE, Göttineen. Strömnnges 
vresetze in rauhen Rohren. Forschungs 
heft 361. Berlin 1933. VDI-Verlae G. m. b. MH. 
2] S. m. 21 Abb. u. 13 Zahlentafeln. 


Dr.-Ine.. WERNER VOGEL, KkKineriffs 
vesetze und analytische Bereeh 
nungeserundlagen des zylindrischen 
Schneekentriebes init eeradflankierem 
Schneeken-Achsensehnitt, Berlin 1953. Kommission 
VDI-Buechhandlunze. 62 8. m. 52 Abb. im Text. 
’reis kart. 3.60 M. 


Dr.phil. Dr.-Ing. AUG. FÖPPL 4, V’rof. a. ıd. Techn. 
Hochschule München. Geh, Hofrat, Vorlesun 
venüber Technische Mechanik, Vierter 
Band. Dynamik. 8 Aufl. Bearb, v. Dr.-Ing. 
\, BUSEMANN-Dresden. 0. Prof. Dr. Luelw. FÖPPI. 
München und a. o. Prof, Dr.-Ine. . FÖPPL-Braun 
schweie. VIII# 448 S, m. 114 Fir. im Text. Leip 
zie und Berlin 1933. Verlaxe von B. G. Teubner. 
Preis geb. 11 M. 


FELIN KLEIN, Vorlesunezen über «(lie 
hyperzeometrische Funktion, gehalten 
a. d. Univ, Göttineen im WS. 1803/94. Ausgear 
beitet von Ernst RITTER, herausger. u. m. Anın, 
versehen von Otto HAUPT. Prof, d. Math. a. d. 
Univ. Erlangen. (Bd. 39 d. „Grundlehren «ler ma 
themat. Wissenschaften“, herauszee,. v. R. Cou 
rant.) IX + 344 S. m. 96 Fig. Berlin 1933. Verlag 
von ‚Julius Springer. Preis geb. 23.60 M. 


Mitteilungen des Hydraulischen Instituts der 
Technischen Hochschule München. Ilrsz. v. In 
stitutsvorstand D. THOMA. Dr.-Ing, 0. Prof. 
Heft 6. 60 SS. m. 30 Abb. u. I Titelbild. München 
und Berlin 1933. Verlag von R. Ollenbourge, Preis 
eh. 4.20 M. 


Dr. LUDWIG HOPF. Prof. a. «l. Techn. Hoch 
schule Aachen. Einführung in die Diffe 
rentialeleiecehungen der Physik. >Mle. 
Göschen Nr. 1070. Berlin und Leipzig 1933. Walter 
de (‚ruvter & Co. 138 S. m. 49 Abb. Preis ve), 
1.62 MM. 


Dr. X. SCHIEBEL 7, weil. 0. ö. Prof. d. Dtsch. 
Teehn. Hocehsehule zu Prax. Die Gleitlarer 
lL.änes- und Querlager). Berechnung und Konstruk 
tion. Nach dem Tode (des Verfassers bearb,. v, Dr. 
Ine. K. Körner, o. ö. Prof. d. Dtsch. Techn. 
Hochschule zu Prae, Kinzelkonstruktionen aus 
dem Maschinenbau. hrse. v. Prof. Dipl.-Ing, €. 
VOLK. Berlin. 8. Heft.) 70 S. m. 95 Abb. im Text 
umd auf 20 Tafeln. Berlin 1933. Verlag von ‚Julius 
Springer. Preis geh. 750 M. 


Dr. KARL VOGTHERR, Das Problem der 
Gleichzeitiekeit. 194 8 m. einer Tafel. 
München 1933. Verlaxr von Ernst Reinhardt. Preis 
broseh. 5.50 M. Leinen 7.50 M. 


Dr. EUGEN SÄNGER, Ass. a. (d. Teehn. Hoch 
schule Wien. Raketen-Flurteehnik. 2318. 
mn. 92 Abb, u. 34 Zahlentafeln. München 1933, 
R. Oldenbourg. Preis geb. 9,50 M, 
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NACHRICHTEN 


Franz Eisner f. 

Mit dem jähen. am 16. Juni ds. Jrs. erfolgten 
Hinscheiden «es VPrivatdozenten Dr.-Ing. Franz 
l.isner hat «dıe Gesellschaft für Angewandte 
Mathematik ein Mitelied des Vorstandes und ihre 
Ortsgruppe einen der treusten Mitarbeiter 
wurde am 4, INN. 
s Sohn (des Oberinzeenieurs Wilhelm 


Isner 


September 
Kisner in 


Berlin veboren. Nach Absolvierunze eines huma 
Iistischen Gymnasiums bezog er Herbst 1913 die 
Berliner Technische Hochschule. Abteilune für 


Bauineenlieurwesen, Im Herbst 1914 meldete er 


Si (ls Kriegsfreiwillieer. wurde jedoch krank 
heitshalber nieht aneenommen: während des 
Krieres arbeitete er neben seinem Studium für 
lie Fluezeuemeisterei. 1919 bestand Eisner «las 
Diplom samen an «der Berliner Technischen Hoch- 
schule. wurde «dann Rerierunesbauführer umd er- 


te 1923 die Regierungesbaumeisterprüfung. 
Im selben Jahre trat er seine Stellunz als wissen 
schaftlieher Mitarbeiter der Preußischen Versuchs 
für Wasserbau und Schiffbau in Berlin an, 
seinem Tore aneehört hat. 1925 
Üisner an «ler Berliner Technischen 
Hochschule umd habiılitieın | | 
an der Fakultät für Bauwesen für «das Fach 
„Hvdromechanik®. 

Seine wissenschaftliche Tätiekeit berann Eisneı 
auf «lem Gebiet (der Statik (der KEisenkonstruktion: 
nächst interessierte er sieh hier für Anwemtdlun 
een «ler Nomographie. Allmählich überwog («die 
Vorliebe für «die Hydrodynamik. die ihren ersten 

lei \usdruek in der Arbeit „Druck 
jessungen an  umströmten Zylindern”  faned. 
Verdienste hat sieh Eisner «dureh die An 
wenmdune (der Ahnliehkeitsmechanik auf «las Was 
serbauversuchswesen erworben. 1929 erschien seine 
dem Titel 
umströmten Zvlin 


| Iıstäal 
der er bis zu 
promovierte 
te sich im selben Jahre 


uleutsamen 


ij 
Dissertation IS 


Monographie unter 
.„Widerstamlsmessuneen an 


lern vom Kreis- umd Brückenpfeilerquerschnitt”, 
Daneben entfaltete er seit 1919 ein» umfangreiche 
iterarische Tätiekeit als Berichterstatter umd Be 


A 
arbeiter von Handbüchern. 


Kisners eroße Literaturkenntnis. scharfe kriti 
sche Gabe und Objektivität prädestinierten ihn für 
lie Abfassıune eroßer zusammenfassender Be 


riehte, von «denen das Referat auf dem III. Inter 
Konereß für Mechanik in Stockholm 
iber „Das Widerstandsproblem"” um auf der Kon 
erenz für Sehiffsantrieb. Hambure 1932 über den 
besonders hervoreehoben 
sejen. »"ein Lieblineswerk war aber der umfanz 
reiche Beitrae „Offene Gerinne” im Handbuch der 
Experimental-Phvsik (1932). der für «das Versuchs- 
! Wasserbau von erundlerender bBedeu- 


natlonale] 


„Reibungeswiderstamed” 


\nerkennune «les 
um Auslamdes einzetraeen hat. Als letzte 
ei lie Mitteilune .Überfallver 
\Modelleröbe” zu 


lie AalleemelNe 


verschiedener 


siiche nennen. 

Kisner war (er zeborene Lehrer und hatte als 
solenel seiner Ho hschultätiekeit. welehe ihm 
viel Frewle bereitete. eroße Erfolee: «lıe Reso 

nz seiner Zuhörersehaft war für ihn fast Lebens 
belineung 

Seine wissenschaftliche Arbeit umd Lehrtätie 
keit erfüllte sein Leben vollkommen, aber ver 
ehrte es aueh. Ein schweres l,enlen beschattete 
sein Dasein. Es war für den Näherstehenden ein 
erschütterndes Bild. ı sehen. unter welchen 
Mühen seine formvollendeten Arbeiten. die so gar 
keine Spuren «der Anstreneung bei der Abfassung 


Fiir die Sehriftleitune verantwortlieh: Professor Dr. von Mises, 


für den Anzeigenteil: Peter Valerins, Berlin NW 21. 


verrieten. entstanden. Als 
schütteruneen 


starke seelische Er 
Gründe zu materieller Besorgnis 


laeen nieht vor an ihn herantraten. fühlte er 
sieh ihnen nieht mehr eewachsen und sehiel nach 


vorhergegangenen schweren Kämpfen 
ohne Bitterkeit aus «lem Leben. Die aber, die ihn 
näher kannten umd wußten. wie schwer sein 
Wandel auf dieser Erde war, rufen ihm doppelt 
herzlich das „Sit tibi terra levis" nach. 

Berlin. ‚eore Weinblum. 378 


freiwillie 


Gesellschaft für angewändte Mathematik u. Mechanik. 
Hauptversammlune. 

Der Deutsche Mathematiker- umd Physiker-Tag. 
in «essen Rahmen die Hauptversammlung der ve 
sellschaft stattfindet. ist aus den schon in Heft 3 
angedleuteten Gründen nach Würzbure verleet 
worden. Die angekündigte Tarunz für Erkenntnis- 
lehre der exakten Wissenschaften fällt aus. 

Die Sitzungen umfassen dieZeit vom 17.bis 22. Sept. 

Das venaue Proeramm und (die Zeiteinteilung 
der Vorträge wird den Miteliedern noch zugehen. 
Bisher sind bei unserer Gesellschaft die foleenden 
Vorträre anzemeldet worden: 

W,Barth. Völklingen (Saar): Die Bewerunge von 
Staubteilehen in Kreiselrädern bei Förderung 
staubführender Meilien. 

R. Beyer. Zwiekanu (Sa.): Winkelbeschleunigungs 
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